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REsUME

Le but principale de ce mémoire est 1’étude d'un modéle mathematique basé sur
les équations différentielles ordinaires, pour décrire la dynamique d’un maladie
infectieuse avec immunité temporaire de type SEIRS (sensibles, exposés, infectieux
et récupérés).

Dans le premier chapitre, on rappelle les outils mathématiques nécéssaires a
I'étude de ce modele .

La deuxieme chapitre consacré a l’analyse mathématique d'un modele de
propagation d’un maladie infectieuse(l’existence locale et globale et l'invariance
positive des solutions), on calcul aussi les points d’équilibre (sans maladie et in-
fecté) et ainsi le taux e reproduction.

Dans la troisiéme chapitre, on propose I'étude de stabilité globale du point en-
démique par la méthode géométrique (mesure de Lozinskii), on obtient des condi-
tions suffisantes pour la stabilité globale, écritent en fonction des parametres du
systeme.
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ABSTRACT

The main purpose of this thesis is the study of a mathimatical model based on
ordinary differential equations to describe the dynamics of an infectious disease
with temporary immunity of type SEIRS (sensitive, exposed), infectious and reco-
Ver.

In the first chapter, we recall the mathematical tools that were used in this
model.

The second chapter deals with the mathematical analysis of a propagation
model of an infectious disease (the local and global existence and the positive
invariance of the solutions), the points of equilibrium (without disease
and infected) are calculated and thus the reproduction rate.

In the third chapter, we propose the study of the global stability of the end point

by the geometric method (Lozinskii measure), we obtain sufficient conditions for
global stability, we write according to the parameters of the system.
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INTRODUCTION

Es modéles mathématiques occupent de plus en plus une place fondamentale
dans l’analyse de la propagation de certaines maladies infectieuses.

Dans ces modeles, la population d’individus est divisée en plusieurs compar-
timents différents. Chaque compartiment représente une étape spécifique de
I'épidémie, comme les modeles SIS, ou S est un individu initialement sain, il peut
devenir infecté I puis étre guéri S; si la guérison n’est pas possible, alors il s’agit
d’un modeéle SI. Par rapport aux caractéristiques de l'infection, il existe d’autres
types de compartiments comme le compartiment des latents, i.e, les individus sont
infectés par la maladie mais qui n’ont pas des symptomes visibles. La maladie
prend un certain temps pour que l'infection se propage dans le corps. C’est le com-
partiment des exposés qui est noté E. Si L'individu infecté acquiére une immunité
alors on a un compartiment des rétablis noté R.

A partir de 1927, Kermack et McKendrick [12] ont construit un modele de
compartiment simple, qui constitue le modele fondamental pour 'élaboration de
modeles épidémiques mathématiques.

Dans ce travail, nous nous interressons a 1’étude d"un modéle épidémiologique de
type SEIRS.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les outils mathématiques nécéssaires
a l’étude de ce modele.

Dans le deuxieéme chapitre, on propose quelques résultats sur 1'existence locale
et globale et I'invariance positive des solutions de ce modele. On calcule les points
d’équilibre, le taux de reproduction et une analyse de la stabilité locale est effectuée
pour le point d’équilibre sans maladie et le point d’équilibre endémique .

Le chapitre trois est consacré a l'étude de la stabilité globale du point endé-
mique par la mesure de Lozinskii.
Eltermann, Lozinskii et Dahlquist semblent étre les premiers a avoir utilisé la
norme logarithmique.
En 1955, Eltermann a appliqué la formule de la norme logarithmique fio(A)
pour une matrice réelle A qui admet les valeurs propres A(A) dans l'estimation
AMA) < max;(a; + 27:1 |111']'|).



Introduction

En 1958, pour A € C"*™ et ||.|| la norme matricielle avec ||I|| = 1, Lozinskii montre

que la limite : limy,_,o W existe et I'appelle norme logarithmique. De plus,

Lozinskii utilise cette norme dans l'estimation d’erreur de I'intégration numérique

de I'équation différentielle ordinaire.

En 1959, Dahlaquist utilise la dérivée directionnelle de la norme vectorielle, pour
||y + hof] = [ly]]

0 h

y,v € C"eth > 0, il montre que Ay, v] := limy, ., existe.



RAPPELS

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions qui nous seront utiles pour la
suite de notre travail, voir [3], [5], [9], [11] .

1.1 Existence et positivité de solution

1.1.1 Existence de solution

Théoreme 1 Soit f(t,x) fonction continue par rapport t et localement Lipschitz par rap-
port a x. Alors il existe 5 > O tel que le probléme de Cauchy :

x = £(t,%)
{ *(to) = %o (1.1)
admet une solution maximale unique définie sur l'intervalle [ty, to + ].

Dans tout ce qui suit, on prend o = 0 et on suppose que f € C([0,00[xD,R"),
D C R"™ un ensemble ouvert et une solution x : [tg, to + é[— D.

1.1.2 Positivité de solution

Proposition 2 Considérons un systeme d’équations différentielles (1) dans R", telle que f
est définie pour tout t >ty , x € R™.

Sipourtoutj=1,.,nett>ty,ona:

fi(t,x1, ., % = 1,0,x; +1,...,x,) > 0 pour tout x € [0,00)", alors x(t) € [0, +00)" pour
tout t > tg.

1.1.3 Dissipativité
Le systéme (1.1) est dit dissipatif si 3a > 0,V xo, x(#;x9) est définie pour tout

t > 0etlimsup||x(tx0)|| < a.
t—oc0

1.1.4 Persistance uniforme

Le systéeme (1.1) est uniformement persistant, s’il existe une constante € > 0
telle que toute solution x(.) de (1.1) satisfait, ltirn +inf ||x(t, x0)|| > €.
—r 400



Chapitre 1. Rappels

1.2 Rappels sur le taux de reproduction

On désigne par Ry le taux de reproduction de base

1.2.1 Définition de R,

Ry représente le nombre moyen de nouveaux cas d’infection, engendrés par
un individu infecté (au cours de sa période d’infectiosité), dans une population
entierement constituée de susceptibles .

Rp donne des informations sur 1'évolution de I'épidémie (elle devient endé-
mique ou va disparaitre avec le temps) .
Si Rp < 1 alors la maladie va éventuellement disparaitre dans la population avec le
temps
Si Rp > 1 alors la maladie s’installe dans la population.

1.2.2 Meéthodes de calcul de R

Les méthodes les plus utilisées pour calculer le taux de reproduction sont :

Méthode de Anderson et May

Rg est définie par : Ry = BCD
ou f : la probabilité de transmission de la maladie;
C : le nombre de contacts entre un individu infecté et sain par unité de temps;
D : le temps moyen de la période d’infectiosité.

Méthode de Bokh(1886)
Soit F(a) la probabilité de survie d’un individu jusqu’a 1’age "a" et B(a) le taux
de naissance de la population alors / B(a)F(a)da est le nombre de naissance en-
0

gendré par cet individu durant sa vie.

Cette définition, donnée par Bokh pour la démographie peut étre adaptée en épi-
démiologie.

F(a) : la probabilité d’infection jusqu’a 1’dge "a" (i.e 1’age d’infectiosité ) et B(a) le

taux de transmission alors Ry donne les nouveaux infectés Ry = / F(a)B(a)da.
0

Méthode pratique (Next generation matrix)

On considére le systeme :
1= f(x)
ot x = (x1,..., x,) T 'état du systeme.

La population est divisée en "n" compartiments et le nombre d’individus dans
le compartiment "i" est donné par x;.



Chapitre 1. Rappels

On note les compartiments de telle facon que les " p " premiers soient constitués
des individus " infectés "( les infectieux , latents, ...).

Le reste des compartiments sont constitués des "non infectés", non porteurs de
germe (virus, parasite, ...). Dans ces compartiments on peut avoir les susceptibles ,

les vaccinés,...
+
Fi(x) l l Vi (%)

Xi

Vi (%)

FIGURE 1.1 — Le bilan d’entrée et sortie

On fait le bilan de ce qui entre et de ce qui sort de chaque compartiment :
1. On note F;(x) la vitesse d’apparition de nouveaux infectés.

2. On note V;r ceux qui proviennent des autres compartiments par toute autre
cause (déplacement , guérison, etc ...).

3. On note V;” la vitesse de ceux qui quittent le compartiment i (par exemple,
mortalité , mouvement , changement de statut épidémiologique, ...).

On a finalement

%= Filx) +Vilx)  avee V) =V -V

On note par X; I’état sans maladie :
X, = {x ER"/x; =0 i= 1,...,}7}
On fait les hypotheéses suivantes :

1. x>0,F(x)>0,VF >0,V >0

2. Six; =0alors V; = 0. Sl n’ y a rien dans un compartiment, rien ne peut en
sortir. C’est la propriété essentielle d'un modele compartimental.



Chapitre 1. Rappels

3. Pour i > p alors F;(x) = 0. Les compartiments d’indice inférieur a p sont des
"non infectés". Par définition, il ne peut apparaitre, dans ces compartiments
des "infectés".

4. Six € X, alors Fi(x) =0etV;" =0pouri=1,..,m.Siiln’y pas de porteurs
de germes dans la population, il ne peut apparaitre de nouveaux "infectés".

La Jacobienne de f s’écrit autour du point d’équilibre (f(¢,%¥) = 0) sans maladie

x*
J(x*) = DF(x*) + DV(x*)
ou
" F O
DF(x*) = ( 0 0 >
et
" V 0
DV(X)Z(]?; ]4)
avec F = [8}}] etV = %]
X; - oxj .
T 1<ij<p T<ij<p

ou F > 0 est une matrice définie positive et v est une matrice de Metzler (i e les
termes hors diagonaux sont positifs)

On définit R alors comme suit :

Ry = p(—F V1), o1 p le rayon spectrale.

1.3 Notions de stabilité
Définition 1 Un point d’équilibre X est dit

1. stable si, Ve > 0, 3,6 > 0 tel que :||x(tg) — X|| < 6 = ||x(t) — X|| <€, Vt >t
2. instable s’il n’est pas stable .

3. asymptotiquement stable si
— X est stable ,

— et attractifi.e; 36 > 0, tel que ||x(ty) — %|| < 6= lim x(t) =%

t——+00

4. globalement asymptotiquement stable si
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— 1l est stable

— et il est globalement attractif i,e si, pour tout x(0) € D, tlirf x(t) =x
— oo

Remarque :
On peut ramener 1'équilibre ¥ a 'origine en effectuant une translation, en posant
X=x(t)—x

>y GV |
J

Origine est stable asymptotiquement

Origine est simplement stable
Origine est instable

FIGURE 1.2 — Sur les notions de stabilité

Définition 2 (K-ieme composée additive de matrice ) Soit A une matrice de M,,(R)(i.e
matrice n X n a4 coefficientS réels). On appelle k-iéme composée additive de A , la matrice

Al de My(R) ou N = (ﬁ) définie par : Al = D [(I + hA)Khh:O

t+h)| — t
ot D est la dérivée a droite définie par : D4 ||x(t)|| := }llirr(l) [ x(t+Hh) |l’z [ () ] .
%

La deuxieme composée additive de A est donnée par :
Pour k =2 : AP = a1y +ay = tr(A)
Pourk =3:

a1 + a a3 —a13

Al = az;  an+az a2
—as1 az1 ax + as3

1.4 Norme de Lozinskii

Rappelons tout d’abord quelque notions sur les normes de maniere générale,

[6]



Chapitre 1. Rappels

1.4.1 Norme matricielle induite

La norme matricielle induite par une norme dans R™ pour une matrice A
(‘n‘>< n)ou A = (aij) .
i,j =1,..,n est définie par :

| Ax ||
| A ||=sup{] Ax ||:[| x [[=1} = sup T2
|xllz0 ¥

Exemple : les normes induites par une norme dans R™ pour A :
n
Ly :max;()_ | ajj |);
i=1

Ly:+/p(AA!) ou p la plus grande des modules des valeurs propres de A Af, A la
matrice transposée de A;

n
Lo : max;()_ | ajj |).
i

1.4.2 Mesure de Lozinskii (ou norme logarithmique)

On définit la mesure de Lozinskii (notée ) pour une matrice carrée A par

rapport a la norme || . || dans R” comme suit :
. | T+hA ] -1
A):=1
) = i

ou I désigne 1'opérateur identité.
Dans [6], on montre que p(A) est bien définie.

La mesure de Lozinskii associée aux normes L1, L; et L, telle que A = (aij) €

Anxn, et p et A sont les plus grandes valeurs propres de A’A et 1(Af + A) respec-
tivement est donnée par le tableau suivant :

norme [[2x]] || Al u(A)
n n
Ly Yol x| | max(}] | aj]) | maxj(aj+)_ | ai|)
n
L S | A )
=
n
Leo max; | x; | | max;() | a;|) | maxi(a; + ) | ajj |)
j=1 i#]

TABLE 1.1 — La mesure de Lozinskii associée aux normes usuelles
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1.5 Propriétés de la mesure de Lozinskii

Proposition 3 La mesure de Lozinskii a les propriétés suivantes :
Soient A et B des matrices carrées n X n , S(A) = max; Re(A;) oit A; sont des valeurs
propres de A, et soit & un nombre réel positif et z un nombre complexe quelconques. Alors :

1. u(aA) =au(A),Va > 0;
2. u(A+B) < pu(A)+u(B);

3. Si A(.) est continue sur I C R alors u(A(.)) est continue sur son
domaine de définition;

4. S(A) <pu(A);
5. =[lAll < u(A) <Al
6. u(A+zI) =u(A)+Re(z) VzeZ;

7 ||exptAl] < exp(tu(A))t>0;

-1
8 u(A) <0=||A7Y| < ——.
u(a) <0= a7 < o
Exemple :
Soit

A admet deux valeurs propres Ay =1, Ay =2
la mesure de Lozinskii pour A est :

#1(A) =2 parrapporta Ly;

H2(A) = 3 +2\/§ par rapport a Lp;

Hoo(A) =3 par rapport a Le.

1.6 Mesure de Lozinskii pour les systemes linéaires [7]
Considérons le systéme linéaire

x'=A(t)x (1.2)

9



Chapitre 1. Rappels

ou A(.) est une matrice n x n définie et continue sur I C R. On a alors les résultats
suivants :

Lemme 4 Soit x(.) est une solution de (1.2), on a :

Dy [ x(#) [[< p(A5) || x(#) |

Démonstration. Considérons la solution x(.) du systeme (1.2). Utilisons une norme

définie sur R™ notée || . ||, et D la dérivée a droite de x(.), on a:
o x(E+h) = [ x(®) |
D t) =1
+ || x(t) ||= lim p
[ x() +hA@x() || = | x() ]
D t) =1
+ || x(t) ||= lim p
N x(@) T+ RAE) [ = 1] x(2)
D <1
+ [ x(t) |I< lim p
Donc :
Dy |l x(t) [[< u(A()) || x(2) |] (1.3)
[
Proposition 5 Toute solution x(.) de (1.2) satisfait
| x(8) || <|l x(to) [ exp(fy, #(A(s))) ds, Vit > to
Démonstration. D’apres le lemme 4 , on a mDJr | x(t) [|< u(A(t))
Intégrons les deux cotés entre t( et t , c’est-a-dire,
" Dyflx(s)]] t
— s g/ A(s))ds
o T = J 1w
Alors
[x(®)]] /t
<ex A(s)))ds
() = P, HAED
Par suite
t
[ x(8) I<l x(to) | eXP(/t #(A(s))) ds
0
L

comme Conséquence, ona:

10
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Corllaire 6 Si / u(A(t))dt converge, alors , pour toute solution x(.) de (1.2) , || x(t) ||
0

converge aussi (ie a une limite finie quand t — +o0. )

Théoreme 7 [8] Si (—1)"det(A(t)) > 0Vt > 0, alors, Vt > 0 A est stable si est
seulement si u(AR()) < 0,Vt >0

—1 —¢2 -1
A= —t —t—1 t t>0
£2 1 —t2 -1

det[A] = =22 -3 - 22—t -1 <0

Exemple

Soit

et
—2—t t 1
APl = 1 22— — 2
— 12 t 2—t—f
Soit p est la mesure de Lozinskii associé a Lo avec ||x|| = sup{|x1], |x2], |x3|} alors :
poo(AR) = sup(a;; + ) a;j|)

i iZj
2 2 2 2
sup(—2 —t4+14t, 22+ 1+, -2t —t2+t+1?)

1

= sup(—1,-1,-2)

1

et comme (—1)3det[A] > 0 alors ue([(A)?]) = -1<0

Alors A est stable d’apres le théoréme précédent.

Proposition 8 [6] La mesure de Lozinskii peut étre évaluée comme suit :

u(A) =inf{C: Dy || x(t) || < C || x(t) || pour toute solution de x = A)x} (1.4)

Exemple
Soit )
A=)
outa,d, c,dsont des constantes positives.

11
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Si pip est la mesure de Lozinskii associée a la norme L, , on a:

u1(A) = max{aj; + Lizjlaij|} = max{a +c,d + b}
et
Hoo(A) = max;{aii + Y+ |a;j|} = max{a+b,d + c}

On utilise la définition (1.4), on calcule y pour la norme suivante :

| x||= | x1 | + | x2| sisigne (x1) = signe (xp)
max(| x1 |, | x2|) sisigne (x1) = -signe (x7)

Cas1. x1,x >0
Alors ||x|| = |x1] + |x2] = x1 + x2. Ainsi,

Dillx]| = x+x
(a—c)x1+ (b+d)x,
< max{a—c,b+d}(x1+ x2)

Donc, D4 ||x|| < max{a —c,b+d}||x|| (1.5)

(1.5) aussi vérifiée pour x1, x, < 0

Cas 2. xp < 0 < x7. Alors ||x|| = max{|x1], |x2]}.
Cas 2.A |x1| > |x3]

Dans ce cas ||x|| = |x1| = x1 et :
!
Dillxl[ = x
= ax;+bxy
= alx1| = bfx]
< alx]

Donc D ||x|| < allx|| (1.6)

(1.6) est vérifiée pour x1 < 0 < xp et |x1]| > |x2|

12
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Cas 2.B |x1| < |xp|

Alors ||x|| = |x2] = —xp et :
Dillx|[ = —x
= cx1—dxp
= clx1| +d|xz]
< (c+4d)|xs

Done D4 |[x]] < (c+d)|x]| (1.7

(1.7) est vérifiée pour x; < 0 < x7 et |x1| < |x2|

Les inégalités (1.5)-(1.7) impliquent D ||x|| < max{a,b+d,c+ d}||x|].

Dans ce cas, jt(A) = max{a,b+d,c+d} est optimale par rapport a j; et peo.
1.7 Théorie de Li-Muldowney

Dans ce qui suit, nous rappelons 1’'approche géométrique de Li-Muldowney.
Elle donne la stabilité globale d"un point d’équilibre par 1'utilisation de la mesure
de Lozinskii . Avant d’énnoncer ce théoréme, nous avons besoin des définitions
suivantes :

Considérons I'équation différentielle dans R" définie par :

x = f(x) (1.8)

ou f € CY(D,R™) avec D un ouvert de R™.
et ¥ un point d’équilibre de (1.9) i.e f(x) =0

Rappelons que ¥ est dit globalement stable s’il est stable dansD et toutes les
trajectoires dans D convergent vers X.

On considere les hypothéses suivantes :

H1) D est simplement connexe(i.e. si toute courbe fermée dans D n’entoure que
des points de D);

H2) Il existe un ensemble compact absorbant K C D ( une partie A d"un espace
topologique E est dite absorbant si, pour chaque x € Eet A € K= (R ot C)
onax € AA);

H3) x est 'unique équilibre de ( 1.8) a 'intérieur de D.

13



Chapitre 1. Rappels

On définit une matrice B par :

9 2]
BiQ0 1402 g
ol : Q est une fonctlon matricielle de C! sur son domaine de définition a détermi-
ner.
aqz]( X) .\ 7

Qy donnée par :(q;)f = (——)" f(x)
af of

et FP est la seconde matrice additive associée a la matrice Jacobienne 3¢
X X

Alors, on a :

Proposition 9 Sous les hypothéses Hy) et Hp), si 36 > 0 tel que
u(B) < —-6<0

sur K, alors il n’existe pas un courbe fermé rectifiable simple dans D (i.e solution périodique,
orbite homocline et cycle limite )

Théoréeme 10 Supposons satisfaites les hypotheses H1)H2) et H3)
Alors % est globalement asymptotiquement stable si y(B) < 0.

14



ANALYSE D'UN MODELE
EPIDEMIOLOGIQUE DE TYPE SEIRS

Dans ce chapitre, on analyse un modéle épidémiologique de type SEIRS repré-
sentant la propagation d’une maladie infectieuse, qui est décrit par :

p
d—S:—ASI—I—ﬁ—ﬂS—I—éR
dt
dE
— = MS—(e+0)E
(2.1)
dl
dR

La population totale est divisée en quatre compartiments :

S : la densité des individus susceptibles.

E : les exposés qui portent la maladie mais il n’en pas encore les signes.

I : la densité des individus infectés.

R : les réfractaires avec immunité temporaire et devient susceptible lorsque 1'im-
munité est perdue.

J : le taux de population réfractaire ayant perdue I'immunité.

€ : le taux de passage de compartiment E au compartiment I.

7 : le taux de population infecté devient réfractaire.

¢ : le taux de mortalité naturelle et le taux de naissance qui sont supposés égaux.
Le terme de nouvelles infections est décrit par AIS.

Le schéma ci-dessus représente un modele de type SEIRS.

15



Chapitre 2. Analyse d'un modele épidémiologique de type SEIRS

19] p
9 151

— g >

I
E
S R
R I
l

v |

FIGURE 2.1 — Diagramme de transfert pour le modéle SEIRS

A

(V)

2.1 Existence locale de la solution

Etudions le modele (2.1) dans la région :
r={(@6S,E,I,R)eR? ,S+E+T+R <1}

Les fonctions du systéme sont des fonctions de C*, elles sont donc continues
et localement lipschitziennes, alors d’apres le théoreme 1 (voir chapitre 1) il existe
une solution maximale locale unique pour le systeme (2.1) dans I'.

2.2 Existence globale de la solution

Proposition 11 Pour toutes conditions initiales (S(0), E(0), I(0), R(0)) € T, le systeme
(2.1) admet une solution unique globale définie dans T.

Démonstration. La population totale donnée par :
N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + R(t)

Donc, N = S+ E+ I+ R

= 0 —-0ON

On normalise par ¢, on a N=1—N

En appliquant le facteur intégrant, on obtient :

e'N + Ne' = ¢
c’est-a-dire : P
a(Net) =el

16



Chapitre 2. Analyse d'un modele épidémiologique de type SEIRS

En intégrant entre o et t :

/t ieSN(s)ds = /tesds
0 dt —Jo

Ainsi,
e!N(t) - N(0) =e' — 1
par suite
N(t)=N(0)e " +1—e!
et donc :

Dong, le systeme (2.1) est dissipatif.
D’ou, 'existence globale de la solution du systeme (2.1) dans la région I'.

2.3 Positivité de solution

Dans la dynamique des populations, on traite des fonctions qui représentent
la densité des populations, les biomasses, qui n’ont de sens que si les trajectoires
partent d’une condition initiale positive non nulle et restent positives.

Pour la positivité de la solution, utilisons la proposition 2 rappelée dans chapitre 1.
Ona:

siS=0,alors S=08+J6R >0

SiE=0,E=AIS>0

siN=0,N=¢eE>0

siR=0,R=1>0

On déduit que la région I est positivement invariante.

2.4 Calcul des points d’équilibre

Pour déterminer les points d’équilibre du systeme (2.1), on résoud le systéme
suivant :

([ —ASI+0—-9S+6R = 0 (1)
AIS — (e +8)E =0 (2
€E — (v +0)I -0 (3

L yI— (6+ )R =0 (4

La résolution de ce systéme donne :

17



Chapitre 2. Analyse d'un modele épidémiologique de type SEIRS

a) Un équilibre sans maladie Py = (1,0,0,0)
I’équilibre sans maladie est une solution constante du systeme , dans laquelle
il n'y a pas de maladie.

b) Un équilibre endémique, en effet :

D’apres (2) ,ona: S = % (5)

Depuis (3) ,ona: E = (,Y—’_—eﬁ)l (6)
: o 1

Depuis (4) ,ona: R = 510 (7)

En remplacant (6) dans (5) ,on a:

(e+0)(y+9)
Ae
et on remplagant (7) et (8) dans (1), ona:

S = 8)

oy (e+®)(y+8)] _ , e+ (y+9)
I[5+19_ € }_‘9_ Ae

c’est-a-dire :

| 19((64—19)(74—19)_1)

A€
dy (e+0)(r+9)
o+ 19 €
(e+9)(y+9)
19(1_ ) )

(y+0)(e+0+5))+eb

On conclut que 'équilibre endémique du modele (2.1) est I'équilibre P* avec les
composantes :

g _ (et 0)(r+9)
A€
g (91
€
9 1_(e+l9)('y+19)
I — Ae
C (y+08)(e+0+05)+es
o
R 5+

18



Chapitre 2. Analyse d'un modele épidémiologique de type SEIRS

2.4.1 Calcul de R pour le systéme (2.1)

En se basant sur le rappel proposé en chapitre 1 et en appliquant la méthode
de "next generation"”, on a :
dans notre cas, les matrices F et V sont définies comme suit, respectivement :

ASI
0
F = 0
0
et
0
+ €E
v R+ 18
yI
(e +0)E
V- (v +8)I
ASI + 39S
(6+9)R
Par suite
0 AO0O
0 00O
DF(x0)=119 00 0
0 00O
et
—(e+19) 0 0 0
€ —(vy+9 0 0
DY (x0) = 0 0 A -0
0 0% —(0+9)
Donc
(0 A
L0 o0
et

Calculons FV !

19



Chapitre 2. Analyse d'un modele épidémiologique de type SEIRS

det(V) = (e+9)(y+9)

0 —(e+19)
Puis,
t (40 0
conv) = (7T Sy
Dong, .
vl= det(V) 'Com (V)
B -1 ('y+19 0 )
(e+0)(y+0) e €+
D’ou : . re Aletd)
_ - e Ae+
P e (o0

Ona:Ry=p(—FV1

A€

(e+0)(y+19)
Réécrivons les composantes du point d’équilibre endémique en fonction de Ry

devient :

Alors Ry =

(e+9) (y+19)

5 = A€
€
- €(5+l9) Ro—1
(Y +9)(e+0+6))+es Ry
x I
R* =
v+

L'équilibre endémique P* = (S*, Ex, I*, Rx) existe si Rg > 1.

20



Chapitre 2. Analyse d'un modele épidémiologique de type SEIRS

2.5

La stabilité locale

2.5.1 Stabilité locale du point d’équilibre sans maladie (DFE)

Proposition 12 le point d’équilibre sans maladie Py = (1,0,0,0) est localement asympto-
tiguement stable si Rg < 1 et instable si Ryp > 1

Démonstration. la matrice Jacobienne du systéme (2.1) est :

J(S,E,I,R) =

J(Py) =

—Al =10

Al

—(y+9) 0

—(6+9)

Cherchons les valeurs propres de J (P), le déterminant suivant doit étre nul :

—0—pu 0
0 —(e+0+p)

0 €

0 0

Par suite :

—(e+0+u)

—(9+p) ¢

0

21



Chapitre 2. Analyse d'un modele épidémiologique de type SEIRS

Puis :

—(e+0+u) A
(O+u)(6+0+u) =0
€ —(y+9%+pu)

On trouve :
O+u)(0+0+u)(e+0+u)(y+0+u)—Ae] =0

Donc:pg = —0,up=—(0+9)
et u3, 44 sont données par :

W2+ pu(e+7+29)+(e+0)(y+0)—Ae =0 (2.-3)

Posons :

n = e+7y+20
2 = (e+9)(v+0)—Ae

Donc (2.3) devient
Wt qup a2 =0

Le discriminant :

A = g7 —4q

a) Si A < 0 alors on a deux valeurs propres a partie réel négative, donc on a la
stabilité locale de 1’équilibre sans maladie Py.

b) SiA>0ona:

M q%_4q2
U3 = 5 5

24

M q1 — =92
Ha = -+t

On remarque que le signe de p34 dépend du signe de g
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Chapitre 2. Analyse d'un modele épidémiologique de type SEIRS

1ercas Sigy > 0ie (e+9)(y+08) — Ae > 0 (ceci équivalenta Ry < 1)

Alors
2
— 11
pa < %—T:—Q1<0
2
—1 i
e < —2 —i——z =0

Dong, toutes les valeurs propres sont a partie réelles négatives.

28me cas Sigy <0c-a-d (e+9)(y+0) —Ae <0 (Rp>1)alors

2
_ q1—4q2
uy = 2‘“— 5 <0
2
_ q —4q2
et Uy qu+ 12 >0

Il existe une valeur propre qui admet une partie réelle positive.

Conclusion L'équilibre sans maladie Py est localement asymptotiquement stable
si Ry < 1 et est instable si Ry > 1. O

2.5.2 Stabilité locale de 1’équilibre endémique P*

Proposition 13 Le point d’équilibre endémique P* localement asymptotiquement stable si
Rop>1.

Démonstration. Pour étudier la stabilité du point endémique , on réduit la dimen-
sion du systeme, puisque R =1—-S — E — I, le systéme (2.1) devient :

( dS
Tl —ASI+9—-09S+6(1—-S—E—1I)
dE _ AIS — (e +9)E (2-2)
dt
dl
La matrice Jacobienne associée est :
—Al—-8—-6 —0 —(AS +9)
J(S,E I)= Al —(e+9) AS
0 € —(r+9)
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Chapitre 2. Analyse d'un modele épidémiologique de type SEIRS

Pour réécrire J sous une forme triangulaire, utilisons la méthode de Gauss,
Rappelons que si l§1), lél), lél) désignent les lignes de la matrice J , et léz),léz) les

nouvelles lignes, alors

Al 1(1)
Al+04+061

i =1V +

2)

1
=1

Donc J se réécrit

—(AI+0+9) -5 —(AS+4)
AL AI(AS +96)
S,E, 1) = - TA+0+0 0T A+0+0
J(S,EI) 0 SRy g sy M+ 0+
0 € —(7r+9)
\ B e(Al+ 0 +6) (2)
Aprés, on considere : [ = ;7 + e+ O)(AI+ 0 +0)+AIS )

On obtient a la fin :

—(AI* + 8 +6) ) —(AS* 4 9)
AI*S . AI"(AS +9)
J(S*,E*, I*) = 0 _(€+l9)_/\1*+19+5 AST = A +0+6
I*
0 0 B AI*S(y + 9+ AS)

(e+8)(AI* +5+8) + A%

Les valeurs propres de J(S*,E*,I*) sont :

= —(AI*+0+9)

AT*S
=€+ — S s s
AI* 6 (7 + 0+ AS*)
H3 = — * *
(e+0) (A +0+0) + AL 6
. e(6+9) (Rp—1)
avec :I* =

(v+08)(e+8+5))+ed Ry

donc on conclut que y1, uo et uz sont négatives.
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Chapitre 2. Analyse d'un modele épidémiologique de type SEIRS

2.6 Persistence du modele (2.2)

D’aprés les résultats obtenus précédent, on a que pour Rgp > 1, le sys-
teme (2.2) admet un seul point d’équilibre endémique localement asymptoti-
quement stable et un point d’équilibre sans maladie P instable. L’instabilité
de ce point Py avec pg € 9D implique alors la persistence uniforme de (2.3)
d’apres [2] et donc 3 € > 0, iminfS(t) > e, iminfE(t) > €, liminfI(t) > e,

t—+4o0 t—+4o0 t—+o00

liminf(1 — S(t) = E(t) = (1)) > e.

25



ANALYSE DE LA STABILITE GLOBALE
DU POINT ENDEMIQUE

Dans plusieurs modéles épidémiologiques, on a utilisé la mesure de Lozinskii
pour prouver la stabilité globale du point endémique. Pour cela, on a besoin de
trouver une norme appropriée, qui permet d’appliquer les résultats du théorme
rappelé dans le chapitre 1.

3.1 Stratégie pour construire une norme

Dans cette approche, on construit en premier lieu une norme orthant par orthant
et ensuite dans chaque orthant, on cherche une semi-norme qui satisfait :

Diflx(®)]] < T(®)[|x(®)]] (3.1)

U désigne une semi-norme et V est une norme.

Etapexr Considérons toutes les normes de la forme :
[x[[i = |l + .. 4 [l (32)

avec: 1 <k<netl<ip<..<iy<mn

Dans chaque orthant 6, on détermine si l'une de ces semi-normes satisfont
(3.1) sur 6 ot sur un cone C = {x € 0 : [¢j| + ... + [x;p| > [x1] 4 ... + |5} |} qui
est contenue dans 6.

Etapez2 Soit U(x) = maxj_1,._n{||x|[;j} ou ||.||;; est de la forme (3.2) telle que cha-
cun des xy, ..., x,, doit apparaitre dans la définition de U. On place toutes les
U(x) dans un ensemble noté par Sy, en particulier Sg+ 4+ désigne Sy corres-
pondant a toutes les composantes positives. Sg_; désigne Sg correspondant
a la premiére composante et la troisiéme sont positives et la deuxiéme est
négative, et ainsi de suite.

Etape3 On détermine si on peut choisir pour chaque orthant 6, une semi-norme
Uy dans Sy telle que la fonction définie par V|y = Uy est continue, il suffit de
montrer que si x sur le bord de deux ou plus des orthants, alors la définition
de V sur chaque ces orthants donne la méme valeur.
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Chapitre 3. Analyse de la stabilité globale
du point endémique

3.2 FEtude de stabilité globale de 1’équilibre endé-
mique du systeme (2.1) par I’approche géométrique

Rappelons que R =1— S — E — I, et donc le systéme (2.1) se réduit a un systeme
du dimension 3 donné par :

%z—ASI—I—ﬁ—ﬁS—i—(S(l—S—E—I)
(2.2) ‘;_f — AIS — (e + 8)E
a1

Remarque :
I'={(S,EI) € Ri :0 < S+ E+1 <1} est compacte, simplement connexe.

Pour l'étude de la stabilité globale de I'équilibre endémique, il suffit de trouver

une norme ||.|| dans R® et une matrice fonctionnelle Q(.)3 x 3 tel que 35 > 0, tel
2]
que u(B) < —6 < 0 avec B := Qf Q1+ Q% Q!
2]
Dans notre cas, F” _ g
0x
E E

Soit Q(S, E, I) = dlﬂg(l, 7, 7)

Sa matrice inverse est définie comme suit :

Q1= diag(1, é, é) . .
Qr Q1 avec Qf = diag(0, (7). (7)s) , on obtient :

. I E I E
QrQ 1= dzag(O,E(T)f,E(T)f)

La seconde matrice additive de 7@ associée a (2.2) est donnée par:

—(AI 428+ 5 +e€) AS AS+4
g = € ~(AI+6+20+7) -5
0 Al —(e+y+29)

Par conséquent :
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Chapitre 3. Analyse de la stabilité globale
du point endémique

(AT +20+6+e) AS A5+l
E E
2]H-1 _
QI=Q " = f; (AL +20+5+7) -5
0 Al —(e+7+20)
OnaB:= Qs Q l+uQ!
(A +20+5+€) AIS As+o)l
E E
E I E
B= €z _ (= _
; (/\I+219+5+")’)+E(I)f )
0 Al C(e+y+20)+ L (Ey
€Ty E‘T/

Le probleme se ramene a trouver une norme de Lozinskii pour le systéme :
Z=BZ7Z,Z j=123

On va construire une norme tel que D ||Z||; < 0 pour i = 1,...,7 sur chaque
orthant.

Cas1 Soit 04, i.e correspondant a Zy, Z, Z3 , alors on a 7 possibilités

— 1Z|\ = 1Z1| = Z4

Di||Z| = 7

AIS AS+9)1
Dzl = _()‘I+€+5+219)|Zl|+?|22|+%

AIS o1
= —(AM+e+5+20)|Z4] + T(|Zz| +1Z3]) + f|Z3’

| Z3|

Si |Za] + 23] < |4

Alors,

R

(AI+€+§+219)}||Z||1 (3-3)
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Chapitre 3. Analyse de la stabilité globale
du point endémique

— 1Z]]2 = | Z2]
Di||Z]l, = Z,
cE I E
D.l|Zl]2 = T|Zl|+(E(7)f—()\1+7+5+219))\22’—(5|Z3’
cE I E
< = (2, —
< 1|Z1|+ E(I)f (AL + v+ 6+20)| |2
Orona:
LEy E T
E\T’f = E 1
_ A B
- E 1 v
donc
eE AIS eE

Etsi, |Z1| < |Zy]|, alors

AIS

D, |1Z|], < {T‘ (AI+€+(5+219)} 1Z]1»

— IZ]ls = | Z5]
Di||Z]|5 =
Dyl|Z][z =

si |Z,| < |Zs| alors

ALS

!

Z3
I E

Mzl + |3 (D) (e +7+29)] 123
AIS  eE

M|Zo| + {T = (€T+2€+219)] A

c¢E
I

Dllzll < {2 + A1 = (T +2e+20) b1zl
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Chapitre 3. Analyse de la stabilité globale
du point endémique

— |1Z||s = |Z1] + | Z2|

D.||Z|ly = Z; + Z,
eE AMS I E
Dil||Z]]4 = [T—(Al+e+§+20)} |Z1|+[T+E(T)f—()\I+5+')’+219)]|Z2|
AS +6)I1
+[%

E
= [eT—(AI+e+§+219)} Z1| + [2

—9]1Z5

AIS E
AS +0)1
[osor

£ o)1z

Si ‘Z3| < |21’ + |Zz’ alors

(AS]—SHS)IJF?_(M+e+219)’2);515+ (AS]—SHS)I_

eE
(T + AL+ €+20)}|Z]]4

D [|Z[]s < max{

— IZls = |Z1] + | Z3]

Di||Z]|s = 2, + Z5

AIS

L LDy e+ 20)| 124

AIS
= —[)\I+€+(5+219]|Zl| + {T—F)LI} |Z2|

AS+8)I  AIS E
[( : L = —(€T+2e+219)] A

si |Za| < |Z1| + |Z3], alors

2AIS | (AS +0)I
E E

e¢E
— (5 +2e+20)}12lls

D, [[Z]ls < max{’> — (e +5+29) b AL
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Chapitre 3. Analyse de la stabilité globale
du point endémique

— I1Z]l6 = |Z2| + |Zs|
Di||Z|le = Z, + Z3
I E
Dllzlls = Fizal + | (D)~ G+ +29)] 12

+ E(?)f— (5+e+’y+219)} | Z3]

E AIS  €E
=z 4+ |52 = (S et 5+20)| (2]
I E T
AIS  €E
20 (EE L 2e 1204 0)] |24
E 7
si|Z1] < |Zy| + |Z3|, alors
ALS
Dilizlle < {25 - e+ o+ 20} |l 649

— ||Z]|7 = |Z1| + | Z2| + | Z5]
D ||Z|l7 = Zy + Z, + Z4

€E AIS I E
D.||Z|l; = [T—(M+e+(s+zﬁ)} |Z1 ]+ [—+ =)y - (5+7+219)} |Za|+

E
[(7\54'5)1+é(§)f_(e+5+'y+219)] | Z3]

E
E 2AIS E
= [GT—(AI-H—:%—(H-Z&)] |Z1| + [T_(ez —|—219+e—|—(5)] |Z,|
2A1S 61 e€E
+|:T+f (I +219+2£+5)} |Z3|
Ainsi,
D+||Z||7<max{——(AI+€+(5+21§‘) %—(€f+2z9+e+5)

2AIS 61 €eE

g - (T 20424 0)}IZll7 (35)

D’apreés les équations (3.3), (3.4) et (3.5)
supposons que les conditions suivantes sont vérifiés :

C1. Asuppog |52l + dsupyp 15| = (Ml + € +8426) <0
Ca. /\SUPt>0|| H—(E"“H‘Zﬂ) <0

C3. esup,. ||7|| — (Asupyo ||| +€++20) <0
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du point endémique

avec ces conditions, les normes ||Z||y = |Zi|et||Zs|| = |Z2| + |Z3| satisfont
D.||Z|]; < 0. Alors le choix pour U tel que U(x) # 0 (comme cite dans la stratégie)
sont : U(x) = max{||Z||1,||Zs||}, on met tous dans ensemble noté Sy, 4
Donc :

So-+++ = {max([|Z][1,[|Z][6) }

Cas2 Passons a 04 _
— 112l = 4]

D+||Z]}x = Z
AIS AS +9)1
Dol|Zlh = ~(AI+e +5+20)[22] - 22|75  LEE 7,

AS + 8)1
< —(AT+e+5+428)|74] +%|zg|

Si |Z3| < |Z4] ,alors,

AS+9)1
Dilizih < { ¥ 5EN — e o 20} izl 6:6)

— [1Z]]2 = | Z2|

Di|lZlla = -2,
e¢E I E
Di|Z|]» = —T|Zl|+ E(T)f—(/\1+5+’y+219) | Z2| +6|Z3]

ASI E
et €—+5+e—|—219)] VARSI A

€eE

si |Z3| < |Z,|, alors

ASI eE
Dullzl < {25 - (F +a1+2046) 1zl 67)

— [I1Z]ls = 23]

D ||Z|ls = Z
I E

DillZlls = —M|Zal+ (5(5 ) = (e +7+29))|Z|
ASI eE

= —/\I|Z2| + |:T — (T+2€+219):| |Z3|

< |- (T ez

alors

ASI eE
Dilizls < {25 - (F +2e+20)} |2l 68)
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— |1Z||s = |Z1] + | Z2|

DillZlla = 21 = 23

eE I E AIS
Di||Z||ls = — {1 +/\I+(5+€+219} ’Zl|+[E(I)f—(—+AI+5+7+2ﬂ)} | Zs|

E
AS +6)1
+ [%—I—(S} |Zs]

E E
—~ (€I +/\I+5+e+219)|Z1|—[GT+AI+6+5+219} 12,
AS 4+ 0)1
+{%+5] A

Si, |Z3| < |Z1| + |Z2|, alors

ASHOL_ cE }HZH4

Dilizlls < {5 F N~ (T arvev20) 69

— [I1Z]ls = |Z1] + | Z3]

Di||Z||s = Z1 + Z3
AIS
Do||Zls = —M + e+ 6 +28)|Z1] — | 22 4 Al |2,

E
|G ) - e rrr2n)] iz

AS+6)I  ASI E
ASEOL AT (€F 4o +2z9)] 17|

—[u+e+5+219]|zl|+[

AS+6)I ASI  €E
E - _(T

Donc, D4 ||Z]]5 < max{—(AI+€+§+219),( +2€—i—219)} 1|Z]]5

— ||1Zll6 = | 22| + |Z3]

D.||Z||e = —Z5 + Z4
I E

D.lizlle = ~Flzl + |3}

)f—(zu+5+ry+2l9)] 1Z,)|

+ [I(E)f+5 (€+'7+219)} | Z3|

< PII::S (€IE+e+5+2z9+2A1)] A
ALS E
+ {T—i—& (GI +2€+219)] |Z3‘
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Alors,
AIS
Dy||Z]|6 < max{— — (— +e+4+0+20+2AI)
AIS E
S 46— (S +2e+20)} 1206 (310)

— Zll7 = 1Z1] + | 22| + | 23]

Di||Z]l7 =2y — Z, + Z3
eE I E ASI
Di||1Z||l7 = — { 7 +/\I+€+(5+219} 1 Z1| + {E(I)f—(—+5+7+219+2)»1)} | Z|

E
[ E.  (AS+4)I
+ [E(T)f—’_T—i_(S_ (€+’)’+219)] |Zg|

E E
— [GI +AI+e+5+219] |Z1] — h +2/\I+e+<5+219} | Zs|

AS+ 8 AIS E
L [ASEDL NS s (B e to0)] |24
E E I
Ainsi ,
E AS+ ) AIS E
D+||Z||7gmax{—(eT+AI+e+5+219),( ; I, 4o (61 126 +28)}|1Z|]

D’apres les équations (3.6)-(3.10), les normes ||Z||1, ||Z||2, ||Z||3, || Z||4, || Z||6 satis-
font D ||Z||; <0, alors :

So+—+ = {max(|[Z[1, [|1Z[l2, ||Z]]3), max([|Z|]5, || Z] ).
max({|Z]|1, ||Z][e), max([|Z[|a, |[Z][6) }

Cas3 Soit 64—
— 112l = 4]

D ||1z|]l1 = Z

AIS AS+9)1
DillZlli = —[M+e+0+20)|Z1] + = |Za - %

AIS
< —[/\I+€+5+219”Zl‘ —i——‘Zz’

| Z3]

si |Z| < |Z4|, alors

AIS
DillZlh < {= — (AL + e+ +20)}[Z]]x
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— [1Z]l2 = 22|

Di|Zll2 = 7,

cE I E
D.||Zl]2 = T|Zl\+ E(T)f—()\1+5+’y+219) | Z2] +0]Z3]
c¢E AIS c¢E
= T|Z1|+(T—(T+/\I+5+€+219))|Zz|+5’23|

si |Z1| 4+ |Z3] < |Z3| donc,

AIS
Dillzll < {5 ~ (A1 +20 +)} |

— ||Z|ls = 123]
DillZlls = -7
I E
Dillzls = —Allzal+ | (D)~ e+ v +29)| 123
AIS E
= —M|Z| + [T_ (€T+2<—:—|—219)] | Z3|

ainsi,
AIS eE
Dlizll < {25 - (F + 264200} |1

— [|1Z]ls = |Z1] + | 23]

Di||Z]ls = Zy + 2,

E AIS 1 E
D.il||Z]||s = {67—()\1—1-64—(54—219)} |Z1|+ {—E +E(T)f_ ()LI+5+’)’+219)} |Zs|
AS+96)1
I {5_@} 125
E
E 2MAI1S E
< {eT—(/\I+€+5+219):| |Z1|+ |:T—(€T+)LI+5+€+219):| ’Zz|+5|Z3|

si |Z3| < |Z1| 4 |Zy], alors

E 2AI1S E
D.||Z]|4 Smax{eT—(M—i—e-i—Zﬁ),T— (€T+AI+6—|—219)} 1| Z||4
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— |1Z||5 = |Z1] + | Z3]

Di||Z||s = Zy — Zis

AIS
D.|Z|ls = — (M +e+6+20)|Zy| + (== — AD)|Z

I E ((AS+(S)I

+(E(T)f_ 3 +e+7+29))|Zs|
AIS E 41
S—(AI+€+5+219)’21‘+T|22’— €T+f+2€+2ﬂ:| ’Z3‘

Si |Za| < |Z1] + |Z3], alors

ASI ASI E {1
D.||Z||5 Smax{T— (/\I+e—|—5-|—219),T— (€T+f—|—2e+219)} 11Z]|5

— ||1Zll6 = | 22| + |Z3]

Di||Z|le = Zy — Z3
I E

eE
Dillzlls= 1zl + | §(F)y - @A +0+7+29)| 122

+ [é(%)fﬂs- (€+’y+219)} | Z3]

eE ASI €eE
=T |Z1] + [—E —(—I —2M+5+e)} | Z5|
ASI E
+ {TJNS— (€T+2e+219)] 175

si |Z1| < |Zy| + |Zs], alors

D [|Z]]s < max{% — (2/\I+219+e+5),%+5—2€—219} 11Z]l6  (3.11)

— Zll7 = |Z1] + Z2| + | Z3]

Dy||Z||7 = Z1 + Zy — Z4

E AIS I E
D4l||Z]]7 = [%—(AI+5+7+219)} | Z1| + {T+E(7)f—(2)\1+5+fy+219)} | Z5|
I E (AS+6)I
E 2MAIS E
= {eT—(AI—{-(S—i—’)’—i—Zﬁ)} ’Z1‘-|— {T—(GT+2AI+5+2I9+€)} ’Zz‘
Sl E
+|:(5—(E+GT+2€+219):| | Z3|
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Dong,
E 2AI1S E
D.[|Z||; < max{eT — (M +8+7+29), 52 - (€T+2AI—|—5—|—19+6)),
ol E
6= (% + 5 +2e+20)} 1]l

Al
alors, d’apres (3.11) TS +6—2(e+19) <0, et avec les conditions précé-

dente, on a :

So-++- = {max([|Z][1, |1 Z]]6), || Z]]7}-

Cas4 Maintenant, travaillons sur l'orthant 6_ |

— izl = |2
D.izlh = -2,
AIS AS+9)1
DlZlh = ~(AI+ets+20)|z,] - 221z, - BEEI 7,
ainsi,
Di||Z||1 < —{AT+e+5+28}||Z|1h
— 1zl = |22
D.lizlh = 7
—€E I E
Dil|Z|]2 = T|Zl|+ E(T)f—(/\1+5+’y+219) | Z2| —6|Zs]
< I E
< |p()r— (M+6+7+28)| |2]

< l%_($+AI+5+€+2ﬁ)] | Z5|

Donc :

AILS E
Dljzl < {5 - (Far+s+e+20) izl
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— [1Z]ls = 23]

D ||Z|5 = Zs
I E
Di||Zlls = ALZa| + (5(5)f — (e +7 +20))|Zs]

E*I
ALS eE
Si |Z;| < |Z3], alors
AIS eE
Dillzlls < {252+ A1— (F + 26420} |12

— |1Z||s = |Z1] + | Z3|

Dy||Z|ls = =2, + 2,
E I E AIS
Di||Z|ls = — [%+A1+e+5+2ﬁ1 | Z1 |+ [—(—)f—(—+)\1+5+7+219)] | Z,|

E'1I E
- {(AS+5)I

E +5} | Z3|

E E
< - {67+A1+e+5+20} |1Z4] — FT+M+5+6+219} |Z,]

dong,

Di||Z||ls < —{E+ A +e+0+20}||Z]a

— [I1Z]ls = |Z1] + | 23]

Dl||Z||s = -2, + Z,

AILS
D ||Z||s = —[A + e+ 5 +20]| 24| + [u— T] 12,

£ (M e t20)] 1z

ol E
< AL +e+0+20)|Z1| + AL|Zy| — [f+€T+Ze+2ﬂ] 1Z5

_|_

si |Za| < |Zi| + |Z3, alors :

38



Chapitre 3. Analyse de la stabilité globale
du point endémique

ol E
D.||Z||s Smax{—(€+(5+219),/\1— (f+€7+2€+19)} 12|15

— [1Z]le = |Z2| + | Z3]

Di||Z]le = Zy + Z3
I E

eE
Dl|zlls = ~F 121l + | () + AL = (A +0+7+20)] |2

+ E(?)f— (e+5+’y—|—219)} | Z3]

ASI E
< (228 (2 L et 5420)) |2

s(F (5
ASI E
22— (S 42+ 6+20))2)

ainsi,

ASI €eE
Dllzlle < {5 — (T +e+0+20) | 12l

— 1Z|l7 = |Z1| + | 22| + | Z3]

Di||Z|l7 = -7} + 7o+ Z4

E I E AIS
D4l||Z]l7; = — [67+A1+e+5+2z9] | Z1| + [E(T)f—(T+5+7+219):| | Zs|

+ {é(?)f—(w+5+’)’+€+219):| | Zs|

E E E 4l
— - {%+Al+e+5+2ﬂ] 14| — {%+5+e+219] 12, — [67+f+5+26+2191 Z

alors,

€E
Di||Z||7 £ — {T —|—€+5+219} |Z]|7
D.||Z]]; est vérifie par toutes les normes :

So—++ = {max(||Z][1, [|Z][2, ||Z]l3), max([|Z]|1, [| Z]]6), max(|| Z]|2, [| Z][5),
max(||Z|la, [|Z|]5), max([|Z]la, [|Z]]6), max([|Z][5, [|Zl]6), || Z]|7}
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Finalement, en regroupant tous les résultats précédents, on va considérer la norme
vectorielle suivante :

( max{|Z1],|Z2| + |Z3|} signe(Zy) = signe(Z,) = signe(Z3)
, max{|Z1| + |Z2|, |Z2| + |Z3|} signe(Z;) = —signe(Z,) = signe(Z3)
= |Z1| + | Z2| + | Z3] signe(Z1) = sisigne(Zy) = —signe(Z3)
[ max{|Z1],[Z2] + |Zs]} —signe(Z;) = signe(Z;) = signe(Z3)

3.2.1 Analyse de stabilité globale du point endémique P*

Passons maintenant a prouver la stabilité globale du point endémique P*. On
sait quand Rop > 1, il existe un unique équilibre endémique et équilibre sans
maladie est instable
Pour cela, en utilisant le théoreme(12) cité dans chapitre1. En tenant compte du
fait que le syst (3.3) est uniformément persistant sur le domaine T, il reste a faire
l’estimation de la dérivée a droite D ||Z]|| de la norme définie précédement, consi-
dérons tous les cas possibles :

Cast: Si Z1,75,73 > 0et|Zy]| > |Z2| + |Z3| , donc || Z]| = |Z4]

Dylz]| = Z;

AIS AS+6)I
DAIZIl = ~(M +et5+20)[21] + 221z, 22O

MIS ol
= —(AMl+e+5+20)|21| + T(|22| +1Z3]) + f|z3|

| Z3|

On a,

D.jz < {512

(AI+€+(5+219)} 1Z]| (3.12)
Casz2: 721,725,735 > 0et|Zy| < |Zy|+ |Zs| Donc: ||Z|| = Zy + Z3

D||Z|] = 2, + Z3

cE I
D.||Z|| = T|Z|1 + ((E(

~|

)f) — (0+7+208))|Z]2

I E
+(E(7)f—(5+€+7+219))fz|3
E AIS  eE
= Z1Zh+ (5 = (T +e+5+20)°| 2
AIS  €E
+ (55— (F+2e+20+0)) |23
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Alors,
AIS
D 1Z]] < max{ 227 — (e+8+28) b ||Z] (3.13)

Cas3: 71,73 >0, Zy < 0et|Zi] + |Za| > |Z3] + | Z2]
Ona: ||Z|| = |Z1| + |Z;| Alors

Dy|1Z|| = Z, + Z,
E AIS
T)f—(—+/\1+(5+7+2l9))|Z2|

eE I
D+||Z||:—(—+AI+5+6+219)|Z1|+(E( 3

I
AS+9)1
+ (AL 51z

E AIS  €E
= —(SFH A+ +e+29)|Z1| + (557 = (S + AT+ 6 +€+29))| 2]
AS +6)
L (05+0)

T 16)\7

or, | Z3| < |Z1| — |Z,| Alors

AS +0)1 E
Dljz < {51~ (Frarrerznfizl G

Casq: 21,23 >0,Zy < 0et|Z1| < |Z3]
Ona:||Z]| = |Za| +|Zs]

€eE I E
Dil|Z|] = =22+ 23D || Z]] = — (7 + (6 + 7 +20)[Za| + (£ (7) s — QA+ 0+ 7 +28))

I E
+E(7)f+5— (e + v+ 29))|Z5|

E AIS E
= (LG +r+20)|Z] + 52 - (5 +e+5+20+2AD)|Z,|

AIS e€E
+T+5_ (T+2€—|—219)|Z3‘

Alors,

AL E Al E
D ||Z|| < max{TS— (€T+e+(5+219+2/\1),TS+(5— (€T+2e+219)} 1Z]|
(3.15)
Cas5: Z1,Z,>0,723<0
Alors || Z|| = |Z4| + | 22| + | Z3]

41



Chapitre 3. Analyse de la stabilité globale
du point endémique

Di||Z|| =21+ 2, — Z4

eE AIS I E
D.llzll = (5F - (AI+5+’y+219)|Zl|+(T+E(I)f—(2A1+5+’y+219)|Z2|
I E AS+0)1

E 2AIS  €E
= (- (AI+(5+7+219)|Z1| + (- (61 +2A1 +6+20 +¢))|Zy]

I E
0l €E
+ — +2e¢+29))|Zs]

+ (0 — (E 7

Ainsi,
2AIS eE

D.||Z|]| <max{——(AI—|—(5—|—’y+219) — -

E (I
ol E
6 (S + S +2e+20)}12]

F2A + 548 +€)),

(3-16)

Cas6: 75,73 >0,71 <0et ’Zl‘ > |Z2| + |Z3‘
Ona:||Z|| = |Z4]

D |Z|| = -7,

IS (AS+6)1

D.||Z|| = (/\I+€+5+219)|Zl|——|zz| 3 | Z3|

dong,
Di||Z]| < = {Al+e+ 6+ 28} |[|Z]] (3.17)

Cas7: 75,73 > 0,71 <0et|Z1| <|Za| +|Z35]
Ona: |[Z]| = [Za] + |25

D12l = Z, + Z,

eE I E
DoNIZI| = —T1Z1] + (5 (7)p + A — (AL +3+ 7 +28))|Za

F(E(C)p— (e +5+7+20))|23)

eE ASI e€E
= -1z + (5 - (S +e+5+29)|20

E
ASI E
B — (5 42+ 6+20))2)

ASI eE
Dilizl < {25~ (F +e+s+20)}iiz) (.18)
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Dans les sept estimations de D ||Z|| ci-dissous, les inégalités (3.12) -(3.18) sont
regroupent, est donné le résultat suivante :

AS+6)I AIS E
D, (|Z|| < {%_(M+e+5+219),?+5—(€T+ze+w)} 12|

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 14 Si Ry > 1 et I'hypothése suivante est vérifiée

IS I
max{Asup || 2| + asup | L[| — (Asup [1]| +-¢+5+20)
£>0 £>0 £>0
IS E
Asup||—=]||+d—esupl||=|| —26—-20} < -6 <0 (3.19)
>0 E >0 1

avec d constante positive . Alors I'unique équilibre endémique est globalement asymptoti-
quement stable.

Discussion : si il existe une région dans laquelle I'hypothese (3.19) est vérifiée
alors le point endémique est globalement asymptotiquement stable.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié un modéle épidémiologique d'une maladie
infectieuse avec immunité temporelle de type SEIRS : I'existence , unicité, positivité
de la solution du modeéle, persistence, calcul du taux de reproduction Ry, calcul
des points d’équilibre (point sans maladie et point endémique), analyse de stabilité
locale du point sans maladie et analyse de stabilité globale du point endémique). En
particulier, des conditions suffisantes de stabilité globale du point endémique ont
été proposées et ceci par 1'approche géométrique de Li-Muldowney. Cette approche
est basée sur deux choix importants celui de la matrice Q et celui de la norme
vectorielle V. Comme pour le choix des fonctions de Lyapunov, il n’existe pas de
méthode spécifique pour détermine Q et V. L'idée principale est que les conditions
obtenues soient cohérents avec les dynamiques du systéme étudié. +
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