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Notations

On donne ci-dessous l�ensemble des diverses notations employées tout au long de ce mémoire:

� � : un paramètre rèel.

� 
 : désigne un ouvert bornè de RN avec N � 3.

� n 2 N .

� @
 : la frontière de 
.

� �u : le laplacien de la fonction u tel que �u =
nP
i=1

@2u
@x2i
.

� ru = ( @u@x1 ;
@u
@x2

; ::: @u@xn ) = grad u.

� H1
0 (
) = W 1;2

0 (
) muni de la norme kuk2 =
R

 jruj

2 dx .

� C(
) : l�espace des fonctions continues sur 
.

� Ck(
) : l�espace des fonctions k fois continument di¤érentiables sur 
 (avec K 2 N�).

� Cc(
) : l�espace des fonctions continus à support compact dans 
 .

� C10 (
) : le sous espace vectoriel de C1(
) , constitué des fonctions de classe C1 sur 
 et

nulles sur @
.

� �1 :la première valeur propre.du (��;H1
0 (
)):

� '1 : la fonction propre associée à �1.
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� Ck(
) : l�espace des fonctions u de Ck(
) telles que chaque multi-indice �; j�j � k;

l�application x 2 
 7�! D�u(x) se pronloge continument sur 
 .
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Introduction

L�analyse fonctionnelle s�est développée pour résoudre divers problèmes, le plus souvent

représentée par des équations di¤érentielles ordinares ou des équations aux dérivées partielles.

Plusieurs techniques ont été développées dans ce sens.

Dans ce travail, on s�intéresse en particulier à la méthode de sous et sur solution. Cette

dernière est utilisée pour la résolution des EDO et EDP.

Le principe de la méthode consiste à chercher une solution qui se situe entre la sous et la sur

solution sous certaines conditions.

Ce mémoire il se présente sous forme de trois chapitres.

Le chapitre 1 est dédié aux principaux résultats utilisés dans ce mémoire.

Le chapitre 2 est consacré aux di¤érents Théorèmes relatifs à la méthode de sous et sur

solutions.

Dans le chapitre 3, nous détaillons une partie de l�article de: A.Ambrosetti, H.Brezis et

G.Cerami [2] où ils ont fait appel à cette méthode pour assurer l�existence de solutions.
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Chapitre 1

Préliminaires

Nous commençons par rappeler quelques dé�nitions ainsi des résultats connus, qui nous seront

utiles pour notre travail.

Dé�nition 1.1 [4] ( Formule de Green)

Soient u et v deux fonctions régulières, alors on dé�nit la formule de Green comme suit:

Z


(�u)vdx =

Z
@


@u

@n
vd� �

Z


rurvdx 8v 2 C1(
) , 8u 2 C2(
); (1.1)

où d� est la mesure super�cielle sur @
:

1.1 Les espaces Lp

Dé�nition 1.2 [4]

i)Soit p 2 R avec 1 � p <1; on pose

Lp(
) = ff : 
! R; f mesurable et jf jp 2 L1(
)g:
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On note

kfkLp(
) = (
Z


jf(x)jp dx)

1
p ;

où k:kLp(
) est une norme sur Lp(
):

ii) On pose

L1(
) = ff : 
! R; f mesurable, 9 c > 0 telle que jf(x)j � c p.p sur 
g:

On note

kfk1 = inffC; jf(x)j � C p.p sur 
g:

1.2 Les espaces de Sobolev

1.2.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.3 [4] Pour u 2 L1loc(
) et pour multi-indice � = (�1; :::; �n) 2 N� avec j�j =
nP
j=1

�j , on dé�nit la dérivée distributionnelle

D�u =
@�1
@x�11

:::
@�n
@x�nn

u;

par

h�;D�ui =
Z


(�1)j�juD��dx 8� 2 C10 (
)

Dé�nition 1.4 [4] Soient 
 un ouvert borné de Rn et p 2 R avec 1 � p � 1 . L�espace de

Sobolev W 1;p(
) est dé�nie par

W 1;p(
) = fu 2 Lp(
);8i ,1 � i � N ,
@u

@xi
2 Lp(
)g;
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où @u
@xi
désigne la première dérivée au sens des distributions.La norme associée est :

kukW 1;p(
) = kukLp(
) +
NX
i=1





 @u@xi





Lp(
)

:

La norme est équivalente à :

kukW 1;p(
) = (kuk
p
Lp(
) + kruk

p
Lp(
))

1
p

Si p=2 l�espace W 1;p(
) est noté par H1;2(
) où bien H1(
):

Dé�nition 1.5 [4] On dé�nit les espaces de Sobolev suivants

Soit 1 � p < 1, W 1;p
0 (
)désigne la fermeture de C1c (
) dans W

1;p(
):On note H1
0 (
) =

W 1;2
0 (
).L�espace H1(
) est muni du produit scalaire

(u; v)H1(
) = (u; v)L2(
) +

NX
i=1

(
@u

@xi
;
@v

@xi
)
L2(
)

:

Pour 1 � p � 1 et k 2 N , on dé�nit l�espace de sobolev W k;p(
) par

W k;p(
) = fu 2 Lp(
); D�u 2 Lp(
) pour tout � 2 N�tel que j�j � mg:

D� est la dérivée au sens distributionnel

kukWk;p(
) = (
X
j�j�k

kD�ukpLp(
))
1
p ;

pour 1 � p <1 et

kukWk;1(
) = maxj�j�k
kD�ukL1(
) :

Proposition 1.1 [4]

i) W 1;p(
) est un espace de Banach pour 1 � p � 1:

ii) W 1;p(
) est un espace ré�exif pour 1 < p <1:
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iii) W 1;p(
) est un espace séparable pour 1 � p <1:

iv) H1 est un espace de Hilbert séparable.

Proposition 1.2 [4] Pour k 2 N� ,1 � p � 1 ,W k;p(
) est un espace de Banach, ré�exif si

1 < p <1 , séparable pour 1 � p <1:

W k;2(
) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u; v)Wk;2(
) =
X
j�j�k

Z


D�uD�vdx

1.2.2 Les injections de Sobolev

Théorème 1.1 [4](Théorème Rellich-Kondrachov)On suppose 
 un domaine borné de classe

C1,on a

i)Si p < N alors W 1;p(
) � Lq(
) ,8q 2 [1; p�[ où 1
p� =

1
p �

1
N .

ii)Si p = N alors W 1;p(
) � Lq(
); 8q 2 [1;+1[.

iii)Si p > N alors W 1;p(
) � C(
) ,

avec des injections compactes.

Théorème 1.2 [4] Soit E un espace de Banach ré�exif et soit (xn) une suite bornée dans

E.Alors il existe une sous suite extraite (xnk) qui converge pour la topologie �(E;E
0):

Théorème 1.3 [9] Soit 
 � Rn un domaine borné à frontière lipschitzienne, k 2 N et 1 � p �

1 .Alors

i) Si kp < n, alors W k;p(
) � Lq(
) pour 1 � q � n p
n�kp avec injection continue.

L�injection est compacte si q < n p
n�kp :

ii) Si 0 � m < k � n
p < m+ 1, m 2 N�, on a W k;p(
) � Cm;�(
) pour 0 � � � k �m� n

p

avec injection continue. L�injection est compacte si � < k �m� n
p :

Remarque 1.1 Le Théorème reste valable pour les espaces W k;p
0 (
):

Notation 1.1 On désigne par W�1;p0
0 (
) l�espace dual de W 1;p

0 (
)(avec 1 � p � 1) et par

H�1(
) l�espace dual de H1
0 (
).
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Dé�nition 1.6 La topologie faible sur W 1;p
0 (
) est la topologie la moins �ne telle que toutes les

applications f :W 1;p
0 (
) ! R soient continues avec f 2W�1;p0

0 (
):

Lemme 1.1 [4]

Si un est une suite bornée dans un espace ré�exif.Alors on peut extraire une sous suite telle

que

un ! u p.p. sur 
.

un * u H1
0 (
).

un ! u Lr(
) si r < 2�.

un * u si r = 2� avec 2� =

8<: 2n
n�2 si n � 3

1 si n = 1; 2

Dé�nition 1.7 i)On dit qu�une fonction f est convexe sur un intervalle 
 si

8(u1; u2) 2 
2;8� 2 ]0; 1[ ; f(�u1 + (1� �)u2) � �f(u1) + (1� �)f(u2):

ii)On dit qu�une fonction f est concave sur un intervalle 
 si et seulement si �f est

convexe

Théorème 1.4 [6](Théorème du point �xe de Schauder)

Soient X un espace de Banach et R un réel strictement positif. Si T : B(0; R)! B(0; R) est

un opérateur compèlement continue(c�est-à-dire continu et tel que , pour toute partie bornée D

de X T (D) est compacte). Alors T admet au moins un point �xe.

1.3 Théorème de Lax Milgram

Dé�nition 1.8 [4]

On dit qu�une forme bilinéaire a(u; v) :H �H ! R est :

i)continue s�il existe une constante C telle que

ja(u; v)j � C juj jvj 8u; v 2 H.
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ii)coercive s�il existe une constante � > 0 telle que

a(u; v) � � jvj2 8v 2 H:

Théorème 1.5 (Lax-Milgram) [4]

Soit a(u; v) une forme bilinéaire ,continue et coercive alors pour tout ' 2 H� il existe u 2 H

unique tel que

a(u; v) = h'; vi 8v 2 H

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisée par la propriété:

u 2 H et
1

2
a(u; u)� h'; ui = min

v2H
f1
2
a(v; v)� h'; vig

Théorème 1.6 [4] (Théorème de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn)n2N;, une suite de fonctions de L1(
):On suppose que

� fn(x)! f(x)p:p sur 


� Il existe une fonction g 2 L1(
) telle que pour chaque n, jfn(x)j � g(x) p.p sur 
.

Alors f 2 L1(
) et kfn � fkL1(
) ! 0:

Nous citons une des formes du principe du maximum.

Lemme 1.2 [6] Si ! 2 W 2;p(
) avec p > n ,véri�ant 8p:p:x 2 
 ;��!(x) � 0:Alors ! ne peut

pas atteindre un maximum M � 0 dans 
 sauf si ! est constante.

Proposition 1.3 [4] Soit U un espace topologique séparé.Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

i) U est compact

ii) De toute famille de fermés dont l�intersection est vide ,on peut extraire une sous-famille

�nie dont l�intersection est vide.
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iii) Toute famille de fermés dont toute sous-famille �nie est d�intersection non vide et elle

meme d�intersection non vide

15



Chapitre 2

Théorèmes relatifs à la méthode de

sous-sur solutions

Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�existence de solutions via la méthode de sous-sur

solutions. On considère le problème suivant:

8<: ��u(x) = f(x; u(x)) dans 


u(x) = 0 sur @
;
(2.1)

où f est une fonction dé�nie de 
� R! R:

Nous commençons par donner des dé�nitions qui nous seront utiles dans ce chapitre.

Dé�nition 2.1 [6] i)On dit que u est une sous solution du problème (2.1)si :

� Pour presque tout x 2 
 , ��u(x) � f(x; u(x)):

� Pour tout x 2 @
; u(x) � 0:

ii)On dit que u est une sur solution du problème(2.1) si:

� Pour presque tout x 2 
; ��u(x) � f(x; u(x)):

� Pour tout x 2 @
 , u(x) � 0:

16



L�existence de la solution dépend de la régularité de la fonction f .

Nous distinguons di¤érents cas.

2.1 La fonction f de classe C
1

Le Théorème suivant montre que le problème (2.1) admet une solution u 2 C2(
)\C(
) quand

f : 
� R! R est une fonction de classe C1par rapport à la variable u.

Théorème 2.1 [8] Soient U(resp., U) une sous solution (resp., une-sur solution) du problème

(2.1) tel que U � U dans 
: Alors les propriètès suivantes sont satisfaites:

� i) Il existe une solution u du problème (2.1) satisfaisant U � u � U .

� ii) Ils existent des solutions minimales et maximales umin et umax du problème (2.1) dans

l�intervalle
�
U;U

�
:

La démonstration est basée sur la méthode monotone dévoloppée par Amman [3].

Preuve: i) Soit g(x; u) := f(x; u) + au où a est une constante réelle.

On peut choisir a � 0 su¢ sament grand de sorte que R 3 u 7�! g(x; u) est croissante sur

[u(x); u(x) ] :

Pour x 2 
 ,on choisit a � 0 tel que

a � max
�
�fu(x; u);x 2 
; u 2 [u(x); u(x) ]

	
:

Pour ce choix de a; nous dé�nissons la suite de fonctions un 2 C2(
) \ C(
) comme suit:

u0 = u et pout tout n � 1 , un est la solution unique du problème linéaire suivant :8<: ��un + aun = g(x; un�1) dans 
:

un = 0 sur @
:
(2.2)

Montrons que u � ::: � un+1 � un � ::: � u0 = u:

17



On a u1 � u: En e¤et8<: ��(u� u1 ) + a(u� u1 ) � g(x; u)� g(x; u) = 0 dans 
;

u� u1 � 0 sur @
:

Par le principe du maximum, on déduit que u � u1 dans 
:

Comme l�opérateur ��+ aI est coercif , il s�en suit que u � u1 dans 
:

Pour la preuve de u � u1 ; nous remarquons que u � 0 = u1 sur @
:

Pour x 2 
; on a

��(u� u1 ) + a(u� u1 ) � f(x; u) + au� g(x; u) � 0:

La monotonie de g et le principe du maximum imliquent que u � u1 :

Supposons que

u � ::: � un � un�1 � ::: � u0 = u:

Il reste à prouver que

u � un+1 � un:

On a 8<: ��(un � un+1) + a(un � un+1) = g(x; un�1)� g(x; u) � 0 dans 
;

un � un+1 � 0 sur @
:

D�après le principe du maximum, on a un � un+1 dans 
:

D�un autre coté, on a 8<: ��u+ au � g(x; u) dans 


u � 0 sur @
;

d�après la dé�nition de un+1 , nous avons8<: ��(un+1 � u) + a(un+1 � u) = g(x; un)� g(x; u) � 0 dans 


un+1 � u � 0 sur @
:
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Par le principe du maximum, nous déduisons que

u � un+1 dans 
:

D�après ce qui précède , il existe une fonction u telle que, pour chaque x 2 
 �xé on a

un(x)& u(x) quand n!1:

Maintenant on doit montrer qu�on peut passer a la limite dans le problème (2.2).

Soit gn(x) := g(x; un(x)); remarquons que la suite (gn) est bornée dans L1(
) , par conéquent

elle est dans tout Lp(
) avec 1 < p <1:

En passant à la limite dans (2.2) et d�après les estimations standard de Schauder la suite (un)

est bornée dans W 2;p(
) pour tout 1 < p < 1 . L�espace W 2;p(
) s�injecte de façon continue

dans l�espace de Hölder C1;�(
); pour � = 1� N
2p à condition que p >

N
2 . Donc (un) est bornée

dans C1;�(
):

Par les estimations dans les espaces de Hölder , nous déduisons que (un) est bornée dans

C2;�(
) .

Comme l�injection de C2;�(
) dans C2(
) est compacte, il s�en suit que

un ! u dans C2(
):

Puisque la suite est monotone , donc la suite converge vers u dans C2(
).

Passons maintenant à la limite dans le problème (2.2) quand n ! 1: Par conséquent u est

une solution du problème (2.1).Le point i) est démontré

ii) On désigne par u la solution obtenue par la technique ci-dessus et en choisissant u0 =

u:umax est la solution maximale dans l�intervalle (u, u):

En e¤et, soit u 2 [u; u] une solution arbitraire.En utilisant les arguments précédents im-

pliquent que u � u:

On obtient que pour tout n � 0; on a u � un
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Exemple 2.1 Soit 
 un domaine borné régulier de RN avec N � 3; et soit

f(x; u) = �f(x) + up�1

où p = 2N
N�2 ; � un paramètre positif et f est une fonction continue sur 
 telle que 1 � f(x) �

K <1.

Soit uf solution positive du problème:

8><>:
��u = f(x) dans 
;

u = 0 sur @
:

Alors, u = �uf est une sous-solution du problème (2.1) pour tout � > 0:

Notons par e la solution positive du problème suivant

8><>:
��e = 1 dans 
;

e = 0 sur @
:

Le Théorème de Lax Migram nous assure l�existence d�une unique solution.

On remarque que u = Ce est une sur solution du problème, car on peut trouver �0 > 0 tel

que pour tout 0 < � � �0; il existe C = C (�) > 0 satisfaisant

C � �f(x) + CP�1ep�1:

En prenant � su¢ samment petit, on a

�uf � Ce:

D�après le Théorème 2.1 le problème (2.1) admet au moins une solution u telle que

�uf � u � Ce:

20



2.2 f est Lp Carathéodory

Dans cette partie , on s�intéresse à montrer l�existence de solutions lorsque f est une fonction

Lp-Carathéodory.Dont nous donnons la dé�nition ci-dessous:

Dé�nition 2.2 [6] Soit f : 
 � R ! R. On dit que f est Lp- Carathéodory si elle véri�e les

conditions suivantes:

� Pour tout y 2 R , f(:; y) est mesurable sur 
:

� Pour p.p. x 2 
; f(x; :) est continue sur R:

� 8R > 0;9hR 2 Lp(
) telle que 8p.p. x 2 
 , 8y 2 [�R;R] ; jf(x; y)j � hR(x)

Dé�nition 2.3 [6]

Soient a et b deux fonctions dé�nis de 
 dans R ,bornées et telles que a � b. On dé�nit une

partie E de Rn+1 on pose

E = f(x; y) 2 
� R=a(x) � y � b(x)g

Pour tout y 2 
 ,on note

Ay = fx 2 
=a(x) � y � b(x)g

Soit f : E ! R ,on dit que f est Lp - Carathéodory si elle véri�e les conditions suivantes :

� Pour tout y 2 R tel que Ay 6= ; , la fonction f(.,y) dé�nie sur Ay est mesurable.

� Pour p.p. x 2 
; f(x; :) est continue sur [a(x); b(x)] :

� 9h 2 Lp(
) telle que 8(x; y) 2 E; jf(x; y)j � h(x):
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Lemme 2.1 [6] Si on désigne par g une fonction appartenant à Lp(
) et que l�on considère le

problème de Dirichlet suivant: 8<: ��u(x) = g(x) dans 


u(x) = 0 sur @

(2.3)

ce problème admet une seule solution u 2 W 2;p(
):De plus , 9C > 0;9C� > 0 (C et C�

constantes indépendantes de g) telles que 8g 2 Lp(
) la solution u de 2.2. , véri�e

kukW 2;p(
): � C kgkLp(
) et kukC1(
) � C 0 kgkLp(
) (2.4)

Nous commençons par le cas où la sous solution est infèrieure à la sur-solution.

2.2.1 Sous-sur solutions ordonnées

Théorème 2.2 [6] Soient � et � respectivement une sous -solution et une sur-solution de (2.1),

véri�ant � � �:Si f : E ! R est Lp-Carathéodory avec E = f(x; y) 2 
 � R= � � y � �g et

p > n.Alors le problème (2.1) admet une solution u 2W 2;p(
) telle que � � u � �:

Preuve: Considérons le problème suivant:8<: ��u = f(x; 
(x; u(x))) dans 


u = 0 sur @
;
(2.5)

où 
 est dé�nie comme suit pour tout z 2 R :


(x; z) =

8>>><>>>:
�(x) si z < �(x);

z si �(x) � z � �(x);

�(x) si z > �(x):

Notons d�abord que 8x 2 
;8z 2 R; �(x) � 
(x; z) � �(x) et (x; 
(x; z)) 2 E.
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D�après l�hypothèse sur f , nous avons

9h 2 Lp(
)=8p:p:x 2 
;8z 2 R; jf(x; 
(x; z))j � h(x). (2.6)

Nous démontrons le résultat en deux étapes:

�Première étape: Le problème (2.5) a au moins une solution.

En e¤et, appliquons le Théorème du point �xe de Schauder à l�opérateur T2 : C10 (
)! C10 (
)

,où u = T2(v) est la solution du problème8<: ��u = f(x; 
(x; v(x))) dans 
;

u = 0 sur @
:
(2.7)

|: Montrons que T2 est continu en v ,pour v 2 C10 (
):

Considérons une suite (vn) d�éléments de C10 (
) qui converge vers v dans C
1
0 (
):

Pour tout ! 2 C10 (
), notons

g! : 
! R; x 7�! f(x; 
(x; !(x))):

On remarque que g! est mesurable et pour p.p. x 2 
 , jg!(x)j � h(x) par conséquent, g!

2 Lp(
):

Nous considérons

 :C10 (
) ! Lp(
)

w 7�! gw

D�après la relation (2.4), nous avons :

9 C 0 > 0 tel que 8n 2 N; kT2(vn)� T2(v)kC1(
) � C 0 k (vn)�  (v)kLp(
) .

Pour montrer que T2 est continu en v ;il su¢ t de montrer que lim
n!+1

 (vn) =  (v) dans Lp(
) .
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Par construction, on conclut

8n 2 N;8x 2 
 , j
(x; vn(x))� 
(x; v(x))j � jvn(x)� v(x)j :

La fonction

f(x; :) : [�(x); �(x)]! R

y 7�! f(x; y)

est continue pour p.p.x 2 
 .On conclut

8 p.p:x 2 
; lim
n!+1

 (vn)(x) =  (v)(x):

Par ailleurs ,

8n 2 N;8 p.p:x 2 
; j (vn)(x)j � h(x):

Par application du Théorème de convergence dominée de Lebesgue, nous déduisons que  (vn) !
n!+1

 (v) dans Lp(
).

|Montrons que T2 est complètement continu.

Soit D un ensemble bornée de C10 (
), comme f est L
p-Carathéodory alors  (D) est bornée

dans Lp(
) . D�après (2.4), T2(D) est bornée dansW 2;p(
):

L�injection de W 2;p(
) dans Lp(
)est compacte alors T2(D) est un compact de C10 (
):

|Montons que la boule est stable par T2:

D�après (2.4) et (2.6) , 9R > 0 tel que T2(C10 (
)) � B(0C10 (
)
; R). Par exemple, on peut

prendre R = C 0 khkLp(
) où C 0 et h sont dé�nis à partir des relations (2.4) et (2.6) respectivement

.Donc T2(B(0C10 (
); R)) � B(0C10 (
)
; R).

Les hypothèses du Théorème du point �xe de Schauder sont satisfaites pour le problème (2.7),

il en résulte que (2.5) admet une solution.

�Deuxième étape: Montrons que toute solution u de (2.5) véri�e � � u � �:
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Commençons par � � u:

Raisonnons par l�absurde c�est-à-dire on suppose que � > u, ainsi max


(�� u) =M > 0

Sur la frontière @
 ,on a � � u; donc 9 x0 2 
 tel que �(x0)�u(x0) =M et par continuité

de �� u , 9 x1 2 
 tel que �(x1)� u(x1) < M .

On conclut qu�il existe 
1 � 
 tel que pour tout x 2 
1 �(x) � u(x) > 0 et que � � u est

non constante sur 
1 alors :

8 x 2 
1; ;��(�� u) (x) � f (x; �(x))� f(x; 
(x; u(x)))

= f (x; �(x))� f (x; �(x)) = 0

contradiction avec le principe du maximum.

Pour le cas u � �;il se démontre de la même manière que précedement.

On conclut que la solution u se trouve entre � et �: Pour tout x 2 
 , on a 
(x; u(x)) = u(x)

, u est solution de (2.5) et elle est pour le problème (2.1).

Exemple 2.2 Considérons le problème aux limites unidimensionnel suivant:8<: �u00 = 1p
u
� 1 sur ]0; �[

u(0) = u(�) = 0
(2.8)

Alors � = 1 est une sur-solution de ce problème(2.8) et � = cx
3
2 (� � x)

3
2 est une sous-solution

pour c > 0 assez petit.On a � � �:

On pose

f1 : ]0; �[� R�+ ! R

(x; u) 7! 1p
u
� 1

On remarque que la fonction f1 n�est pas dé�nie pour u � 0:

Pour cela on pose

E = f(x; y) 2 ]0; �[� R=�(x) � y � �(x)g:
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Par conséquent, la fonction

f2 : E ! R

(x; u) 7! 1p
u
� 1

est Lp-Carathéodory.

En e¤et, f2 véri�e les conditions de la dé�nition 2.3 ce qui implique que

8(x; y) 2 E; j f2(x; u)j � h(x) =
1

p
cx

3
4 (� � x) 34

+ 1

avec h 2 Lp(0; �) 8p 2
�
1; 34

�
Les conditions du Théorème 2.2 sont satisfaites.Alors le problème (2.1)admet une solution.

Le Théorème 2.2 peut être génèralisé comme suit:

Théorème 2.3 [6] On désigne par q et r deux entiers naturels non nuls. Soient �1; �2; :::; �q;

des sous-solutions de (2.1) et �1,�2; :::; �r; des sur-solutions de (2.1) .Notons � = max(�1; �2; :::; �q)

et � = min(�1,�2; :::; �r)et supposons que � � �:

Si f : E ! R est Lp-Carathéodory avec E = f(x; y) 2 
� R/ min
1�i�q

�i(x) � y � max
1�j�r

�j(x)g

et p > n .Alors (2.1) admet une solution u 2W 2;p(
) telle que � � u � �:

Le Théorème suivant fournit un ra¢ nement de la localisation des solutions de (2.1) situées

entre la sous et la sur solution.

Théorème 2.4 :[6] Soient � , � respectivement une sous-solution et une sur-solution du prob-

lème (2.1) telles que � � � .Supposons que f : E ! R est Lp-Carathéodory avec p > n et

E = f(x; y) 2 
 � R/ �(x) � y � �(x)g .Si le problème (2.1) admet au moins deux solutions

situées entre � et � .Alors

i)9 umin; umax solutions de (2.1) telles que � � umin � umax � �.

ii) Si u est une solution de (2.1) qui véri�e � � u � � alors umin � u � umax:
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Dans ce cas umin(resp. umax) est appelée la solution minimale(resp. la solution maximale)

du problème (2.1) par rapport à la paire de sous-solution et sur-solution (�; �).

Preuve: Nous démontrons le Théorème en 3 étapes .

considérons l�application

I : C10 (
)! C10 (
)

u 7�! u

NPremière étape:

Notons

U = fu 2 C10 (
)= � � u � � et u = T1(u)g

U est non vide (d�après le Théorème 2.2).

Montrons que U est un compact dans C10 (
):

U peut être écrit sous la forme suivante

U = fu 2 C10 (
)= u = T2(u)g;

où T2 est l�opérateur dé�ni dans la preuve du Théorème 2.2 donc on a U = T2(U):

ainsi T2(U) � B(0C10 (
)
; R); par concéquent, U est un borné dans C10 (
). Comme T2 est

complètement continu donc T2(U) = U est un compact de C10 (
):

NDeuxième étape:

u est solution de (2.1) satisfaisant � � u � �:

Posons

Fu = fv 2 C10 (
)= � � v � u et v = T1(v)g;

Fu est non vide, fermé, compact et inclut dans U .

Soient q 2 N� , u1; u2; :::uq des solutions de (2.1) véri�ant � � ui � � pour tout i 2 [1; q]

.Nous avons \
1�i�q

Fui 6= ;
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En e¤et, il su¢ t de considérer la fonction � = min(u1; u2; :::uq)et d�appliquer le Théorème

2.3, alors u est solution qui véri�e

� � u � ui pour touti 2 [1; q]

D�après la propriété d�intersection �nie des compacts, on conclut que \
u2U

Fu 6= ;:

Posons

Gu = fv 2 C10 (
)= u � v � � et v = T1(v)g,

Gu est non vide , fermé, compact et inclut dans U:

Soient r 2 N� , u1; u2; :::ur des solutions de (2.1) véri�ant

� � uj � � pour tout j 2 [1; r]

.Nous avons \
1�i�q

Guj 6= ;

En e¤et ,il su¢ t de considérer la fonction � = max(u1; u2; :::ur) et d�appliquer le Théorème

2.3 alors u est solution qui véri�e uj � u � � pour tout j 2 [1; r] :

D�après la propriété d�intersection �nie des compacts on conclut que \
u2U

Gu 6= ;:

NTroisième étape:

Soient û 2 \
u2U

Fu et ~u 2 \
u2U

Gu , nous avons û 2 U . Pour u 2 U nous avons û � u � ~u:

Ce qui montre que \
u2U

Fu = fûg et que \
u2U

Gu = f~ug , il su¢ t alors de poser umin = û et

umax = ~u.

On conclut que toute solution u de (2.1) telle que � � u � � véri�e

� � umin � u � umax � �:
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Exemple 2.3 Considérons le problème aux limites.8<: ��u = �2 maxf�u� 2;minfu;�u+ 2gg := f(u) dans 


u = 0 sur @

(2.9)

Où �2 est la deuxième valeur propre de l�opérateur �� sur H1
0 (
).

Notons '2 une fonction propre associée à la valeur propre �2 telle que k'2k1 = 1:

Les fonctions de la forme x 7�! u(x) = �'2(x); avec � constante réelle , telle que j�j � 1,

sont solutions de (2.9).

Les fonctions � et � dé�nies par �(x) = �2 et �(x) = 2 sont respectivemet sous-solution et

sur-solution de (2.9)

Par le Théorème 2.4, 9 umax;9 umin solutions de (2.9) véri�ant �2 � umin � 0 � umax � 2 .

Mais nous pouvons être plus précis aux inégalités umin � 0 � umax .En e¤et, si nous donnons à

� successivement les valeurs 1 et �1 par exemple, nous pouvons déduire que l�on a nécessairement

umin � � j'2j � j'2j � umax .Par régularité de umin et umax nous avons donc umin << 0 <<

umax:

2.2.2 Sous-sur solutions mal ordonnées

Dé�nition 2.4 [6]

Une sous-solution �(resp.Une sur-solution �) de (2.1) est dite strite , si pour toute solution

u de (2.1) ,on a :u � �) u >> � resp.u � � ) u << �

Le Théorème suivant constitu une alternative du Théorème 2.2 dans le cas où la sous solution

� et la sur solution � ne véri�ent pas � � �:

Théorème 2.5 [6]On suppose que la fonction f : 
� R! R est Lp-Carathéodory, avec p > n

et que le problème (2.1) admet une sous-solution � et une sur-solution � telles que:

1) 9 x0 2 
, �(x0) > �(x0).

2) 9 h 2 Lp(
);8p:p:x 2 
;8u 2 R; jf(x; u)� �1uj � h(x):
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Le problème (2.1) admet au moins une solution u 2 # où

# =
�
u 2 C10 (
)= u � � et u � �

	
=
�
u 2 C10 (
)=min(u� �) < 0 < max(u� �)

	
La démonstration de ce Théorème fait appel au Théorème d�Amman. Un résultat de multi-

plicité qui est connu sous le nom Théorème des trois solutions:

Théorème 2.6 [6] Supposons que nous ayons deux sous-solutions strictes �1et �2 de (2.1) et

deux sur-solutions strictes �1et �2 de (2.1) qui véri�ent

�1 << �1; �2 << �2; �2 � �1; �1 � �2; �1 � �2:

Si f : E ! R est Lp-Carathéodory avec E = f(x; y) 2 
 � R=�(x) � y � �(x)g et p > n alors

(2.1) admet au moins trois solutions u1; u2; et u3 qui véri�ent

�1 << u1 << �1; �2 << u2 << �2; et �1 << u3 << �2; avec u3 � �1etu3 � �2

Remarque 2.1 Si nous reprenons exactement les mêmes hypothèses du Théorème d�Amman

alors le problème (2.1) admet au moins trois solutions u1; u2 et u3 qui véri�ent

�1 << u1 << �1;�2 << u2 << �2et u1 � u3 � u2avec u3 � �1etu3 � �2

Preuve: Considérons le problème modi�é suivant :8<: ��u(x) = �1u(x) + gr(x; u(x)) dans 


u(x) = 0 sur @

(2.10)

où, r est un paramètre réel strictement positif

8z 2 R ,8p:p:x 2 
; gr(x; z) =

8>>><>>>:
f(x; z)� �1z si jzj < r

(1 + r � jzj)(f(x; z)� �1z)� (jzj � r) zr si jzj 2 [r; r + 1]

� z
r si jzj > r + 1
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On remarque que gr est une fonction de f(x; u):

Le théorème se démontre en trois étapes .

�Première étape:

Il existe �1 une sous-solution de (2.10) telle que �1 � �r � 2 et il existe �2 une sur-solution

de (2.10) telle que �2 � r + 2.

En e¤et,considérons la solution w du problème

8<: ��w = (�1 � 1
r )w dans 
;

w = r + 2 sur @
.

'1 est la fonction propre associée à �1 qui véri�e k'1kC10 (
) = 1 et '1 >> 0:

Soit k un réel positif su¢ sament grand choisi tel que k'1+w � r+2 sur 
: Un tel réel existe

car (r + 2)� w 2 C10 (
):

Posons

�2 = k'1 + w et �1 = ��2

Nous avons ,

���2 = �1k'1 + (�1 �
1

r
)w = �1k'1 + (�1 �

1

r
)(�2 � k'1)

= (�1 �
1

r
)�2 +

1

r
k'1 dans 
:

On conclut que

���2 � (�1 �
1

r
)�2 = �1�2 + gr(x; �2) dans 


Nous avons que �2 � 0 sur @
 donc �2 est une sur solution du problème (2.10).

On a

�1 = ��2 = �(k'1 + w)
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Nous avons

���1 = ��2 = ��1k'1�(�1�
1

r
)w = ��1k'1�(�1�

1

r
)(��1�k'1) = (�1�

1

r
)�1�

1

r
k'1 dans 


On conclut que

���1 � (�1 �
1

r
)�1 = �1�1 � gr(x; �1) dans 


Nous avons aussi �1 � 0 sur @
 donc �1 est une sous solution du problème (2.10). Par conséquent

�1 << �2

�Deuxième étape:

Montrons que pour tout réel r > max(k�k1 ; k�k1); il existe une solution ur du problème

(2.10) telle que ur 2 #.

Sous la condition ci-dessus , � et � sont respectivement une sous solution et une sur solution

du problème (2.10).On se retrouve dans le cas du théorème d�Amman, i.e dans ce cas nous

n�avons pas le caractère strict de � et �

On a deux situations:

� et � sont strictes , et par le théorème d�Amman et la remarque 2.1 il existe une solution

ur du problème (2.10) telle que ur 2 #.

� et � ne sont pas strictes donc il existe une solution ur du problème (2.10) telle que 2 @#.

Par conséquent , il existe dans tout les cas une solution ur du problème (2.10) telle que

ur 2 #.

Montrons qu�il existe r > 0 tel que ,ur est une solution du problème (2.1)

�troisième étape:

Montrons qu�il existe une constante réelle positive K telle que

8r � K;8u solution de (2.10) telle que u 2 #; on a kukC1(
) < K
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Pour cela raisonnons par l�absurde. Supposons

8n 2 N;9rn > n;9 un solution de (2.10) avec r = rn; telle que un 2 #; et kunkC1(
) > n

Posons pour tout n 2 N , vn = un
kunkC1(
)

: Alors, pour tout n 2 N ,on a

8<: ��vn = �1vn +
grn (x;un)
kunkC1(
)

dans 
;

vn = 0 sur @
:

Nous pouvons décomposer grn sous la forme suivante:

grn(x; un) = pn(x; un)un + qn(x; un)

avec pn et qn deux fonctions satisfaisant:

8p:p:x 2 
; �1
rn

� pn(x; un(x)) � 0 et jqn(x; un(x))j � h(x):

On remarque d�après ce qui précede que la suite

((�1 + pn(x; un))vn +
qn(x; un)

kunkC1(
)
)

est bornée dans Lp(
): C�est à dire il existe c > 0 tel que

8n 2 N,





(�1 + pn(x; un))vn + qn(x; un)

kunkC1(
)
)







Lp(
)

� c:

Ainsi pour n 2 N on a ,kvnkW 2:p(
) � C ,

Par conséquent, on peut extraire de la suite (vn) une sous-suite (vnm)m telle que vnm !
m!+1

v

faiblement dans W 2;p(
) et telle que vnm !
m!+1

v fortement dans C10 (
) grace à l�injection

compacte de W 2;p(
) dans C10 (
):

33



Par passage à limite , la fonction v satisfait le problème suivant8<: ��v = �1v dans 


v = 0 sur @


Comme kvkC1(
) = 1; alors v = �'1:

On a deux possibilités, soit la suite (vnm)m converge vers '1 ou vers �'1 dans C10 (
) et ceci

à partir d�un certain rang M
un

kunkC1(
)
� '1 � �

1

2
'1

où
un

kunkC1(
)
+ '1 �

1

2
'1

C�est-à-dire que, pour m �M , nous avons

unm �
1

2
kunmkC1(
) '1 >> �

ou bien

unm � �
1

2
kunmkC1(
) '1 << �

Ceci est vrai, pour m assez grand,contradiction avec le fait que unmest u élément de #:

On conclut que pour r � K; il existe une solution ur de (2.10) appartenant à # tel quekukC1(
) <

K < r: De cette construction on déduit que ur est une solution du (2.1).

Remarque 2.2 L�hypothèse u � u n�est pas toujours satisfaite. C�est-à-dire il se peut que

u > u sur 
 .L�exemple èlèmentaire est le suivant :

considèrons le problème de la valeur propre suivant:8<: ��u = �1u dans 


u = 0 sur @


Le problème admet une solution u de la forme suivante u = Ce1 où C est une constante réel et
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e1(x) > 0 pour tout x 2 


Choisissons

u = e1 et u = �e1

Alors u (resp.u) est sous solution (resp.sur solution) du problème (2.1) mais u > u:

2.3 f est une fonction de Carathéodory

Maintenant, on va s�intéresser au Théorème relatif lorsque f est une fonction de Carathéodory.

Dé�nition 2.5 [6](Fonction de Carathéodory)

Soit 
 un ouvert de Rn , f une fonction de 
 � R dans R est dite de Carathéodory , si elle

véri�e:

� 1.L�application

f : R! R

t 7�! f(x; t)

est continue pour presque tout x 2 
:

� 2.L�application

f : 
! R

x 7�! f(x; t)

est mesurable pour tout t 2 R:
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Considérons le problème suivant8<: ��u = g (x; u) dans 
;

u = u0 sur @
:
(2.11)

Dans certains cas, on peut faire appel à la dé�nition de sous et sur solutions au sens faible.

Dé�nition 2.6 � On dit que u 2 H1(
) est une sur solution faible pour le problème (2.11),

si u � u0 sur @
 etZ


rurvdx �

Z


g(x; u(x))v(x)dx; 8v 2 C10 (
) ; v � 0:

� On dit que u 2 H1(
) est une sous solution faible pour le problème (2.11), si u� u0 sur

@
 et Z


rurvdx �

Z


g(x; u(x))v(x)dx; 8v 2 C10 (
) ; v � 0:

On peut énoncer le Théorème:

Théorème 2.7 [9] Soit g : 
 � R ! R une fonction de Carathéodory telle que jg(x; u(x))j �

C(R), pour tout R > 0 et pour tout u telle que ju(x)j � R presque partout.

Supposons que u et u une sous et sur solutions du problème (P ).Supposons qu�il existe c et c

2 R tel que �1 < c � u � u � c < +1 presque partout dans 
: Alors le problème (P ) admet

une solution u � u � u:

Pour la preuve du Théorème ainsi l�exemple nous invitons le lecteur à consulter le livre de

Struwe [9].
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Chapitre 3

Application de la méthode de

sous-sur solutions

3.1 Introduction

Dans de ce chapitre, on s�intéresse à appliquer les di¤érentes techniquess utilisées dans le précé-

dent chapitre.

Dans cette partie, on montre l�existence de solutions du problème suivant:

8>>><>>>:
��u = �uq + up dans 
;

u > 0 dans 
;

u = 0 sur @
;

(3.1)

où 0 < q < 1 < p < 2? � 1 = N+2
N�2 (N � 3) et � un paramètre positif.

La fonctionnelle d�énergie associé au problème (3.1) est dé�nie par

I�(u) =
1

2
kuk2 � �

q + 1

Z


jujq+1 dx� 1

p+ 1

Z


jujp+1 dx: (3.2)

Ce problème a été traité dans l�article d�Ambrosetti, Brézis and Cerami [1].

La particularité de ce problème, réside dans le fait qu�il y a un terme concave (q < 1) et

37



un terme convexe (p > 1). Les Théorèmes énoncés dans le précédent chapitre ne sont pas

appliquables.

Ambrosetti-Brézis-Cerami ont fait appel à la notion de sous-sur solutions qui leur permis de

prouver le résultat suivant:

Théorème 3.1 [1]Pour tout 0 < q < 1 < p ,il existe � 2 R; � > 0 tel que:

i)Pour tout � 2 (0;�);le problème (3.1) admet une solution minimale u� tel que I�(u�) < 0 .

ii)Pour � = �; le problème (3.1) admet au moins une solution faible u 2W 1;2
0 (
)\Lp+1(
):

iii)Pour tout � > � le problème (3.1) n�admet aucune solution.

Remarque 3.1 La solution minimale pour ce problème est dans le sens que u� est une solution

à énergie minimale.

3.2 Lemmes

Avons d�entamer la démonstration du Théorème 3.1.

Dé�nissons

� = supf� > 0; : le probléme (3.1) admet une solutiong:

Nous établissons quelques lemmes auxiliaires.

Lemme 3.1 [1] On a , 0 < � <1:

Preuve: Soit e soltution du problème suivant:8<: ��e = 1 dans 
;

e = 0 sur @
;
(3.3)

e est la solution unique du problème (3.3 ), ceci d�après le Théorème de Lax-Milgram.

u =Me une sur solution du problème (3.1) où M est une constante positive.

En e¤et ,u satisfait

��Me � �(Me)q + (Me)p
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alors

M � �M qeq +Mpep

Comme 0 < q < 1 < p, on peut trouver �0 > 0 telle que pour tout 0 < � � �0 il existe

M =M(�) > 0 satisfaisant

M � �M q kekq1 +M
p kekp1 � �M qeq +Mpep:

On a pour tout x 2 @
 , u(x) = 0:

Donc,u(x) =Me est une sur-solution de (3.1).

Soit u = "'1 où " > 0 ,'1 est la fonction propre associée au problème suivant:8<: ��'1 = �1'1 dans 
;

'1 = 0 sur @
:

u est une sous solution du problème (3.1).En e¤et

��"'1 � �("'1)
q + ("'1)

p;

ceci implique que

"(��'1) � �("'1)
q + ("'1)

p:

Donc

"�1'1 � �("'1)
q + ("'1)

p

pour " assez petit ,pour tout � > 0 et pour tout x 2 @
 , u(x) = 0 car '1 = 0 sur @
:

Ainsi u(x) = "'1 est une sous solution du problème (3.1).

Par conséquent ,

u(x) � u(x) i.e "'1 �Me

Donc le problème (3.1) admet une solution "'1 � u �Me pour tout � � �0 et � � �0:
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Soit � tel que

�tq + tp > �1t 8t 2 R t > 0: (3.4)

Si � est telle que le problème (3.1) admet une solution u, nous allons multiplier le problème

(3.1) par '1 et intégrons sur 
 on obtient

�1

Z


u'1dx = �

Z


uq'1dx+

Z


up'1dx : (3.5)

De (3.4) et (3.5) on conclut que � < � et on a montrer que � � �:

Lemme 3.2 [1] Pour tout 0 < � < �; le problème (3.1) admet une solution.

Preuve: Supposons � < �, soit u� solution du problème

8>>><>>>:
��u = �uq + up dans 


u > 0 dans 


u = 0 sur @


0 < q < 1 < p:

pour � < � < � ,u� est une sur solution du problème (3.1) donc "'1 � u� pour " assez petit.

Par conséquent le problème (3.1) admet une solution .

Lemme 3.3 [1] supposons que f(t) est une fonction telle que t�1f(t) est décroissante pour t > 0

.

Supposons que v et w satisfont

8>>><>>>:
��v � f(v) dans 


v > 0 dans 


v = 0 sur @


(3.6)
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et 8>>><>>>:
��w � f(w) dans 


w > 0 dans 


w = 0 sur @


(3.7)

Alors w � v dans


Preuve: :

Multiplions l�équation (3.6) par w et l�équation (3.7) par v; on a

w(��v) � f(v) w (3.8)

et

v(��w) � f(w) v (3.9)

La soustraction de (3.8) et (3.9), nous donne

�v�w + w�v � (f(w) v)� (f(v) w) (3.10)

= vw(
f(w)

w
� f(v)

v
)

Soit �(t) une fonction non décroissante telle que

�(t) =

8>>><>>>:
0 si t = 0

1 si t � 1

0 t � 0

Posons

�"(t) = �(
t

"
)

On a �"(t) � 0 pour tout t 2 R: Multiplions (3.10) par �"(v � w) et intégrons sur 
:
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On a Z


[�v �w + w�v] �"(v � w)dx =

Z



�
f(w)

w
� f(v)

v

�
�"(v � w)dx. (3.11)

En utilisant la formule de Green, on obtient:

=

Z


v�"(v � w)rw(rv �rw)dx�

Z


w �0"(v � w)rv(rv �rw)dx

=

Z


v�0"(v � w)(rw �rv)(rv �rw)dx+

Z


(v � w)�0"(v � w)rv(rv �rw)dx

�
Z


(v � w) �0"(v � w) rv (rv �rw)dx

=

Z


rv r [
�(v � w)] dx�

Z


�v 
�(v � w) dx

où 
"(t) =
R t
0 s�

0(s)ds:

Puisque

0 � 
"(t) � "; 8t 2 R;

il s�en suit que Z


[�v �w + w�v] �"(v � w)dx � ":

En remplaçant cette dernière dans (3.11) on a

Z


vw

�
f(w)

w
� f(v)

v

�
�"(v � w)dx � "

comme "! 0; donc Z
[v>w]

vw

�
f(w)

w
� f(v)

v

�
dx � 0:

Or
f(v)

v
<
f(w)

w
sur [v > w] et meas [v > w] = 0;

donc v � w .

Lemme 3.4 [1]Pour tout 0 < � < � le problème (3.1) admet une solution minimale u�:
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Preuve: Soit v� l�unique solution positive du problème suivant:8<: ��v = �vq dans 


v = 0 sur @

(3.12)

Ceci découle d�après les résultats de [5].

D�aprés ce qui précède, on sait que (3.1) admet une solution u > 0 pour tout � 2 (0;�).

Comme ��u � �uq ,on peut utiliser le lemme 3.3 avec w = u. On déduit que chaque solution

du problème (3.1) doit satisfaire u � v� où v� est une sous-solution de (3.1).

Utilisons l�itération monotone suivante:8<: ��un+1 = �uqn + u
p
n

u0 = v�

avec un % u� , et u� est une solution de (3.1) .

u� est une solution minimale. En e¤et ,si u est une solution du problème (3.1), par construc-

tion, on a u � v� donc u est une sur-solution de (2.1) .Par conséquent un � u pour tout n 2 N

,par suite u� � u:

Lemme 3.5 [1] Soit  < 	 où  une sous solution et 	 une sur solution du problème(3.1).Supposons

que  n�est pas une solution. Soit u une solution minimale telle que  � u � 	 alors

v1 := �1[�� � a(x)] � 0 où a = a(x) = �quq�1 + pup�1 et �1[�� � a(x)] est la première

valeur propre de ��� a(x) avec des conditions aux limites nulles sur @
:

Remarque 3.2 Le lemme 3.5 peut être appliqué pour la solution minimale u�:

En particulier, la relation
R

(jr�j

2 � a�2)dx � 0, 8� 2 H avec

a = a� = �quq�1� + pup�1� :
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Ceci est vraie si et seulement si �1[��� a(x)] � 0.Donc pour a = a� on aZ


(jr�j2 � a��2)dx � 0 8� 2 H . (3.13)

Démontrons maitenant le résultat principal

Preuve: (La preuve du Théorème 3.1):

D�après le lemme 3.1, 3.2 et 3.4 , le problème (3.1) admet une solution minimale u� pour

tout � 2 (0;�):

On a

I�(u�) =
1

2
ku�k22 �

�

q + 1
ku�kq+1q+1 �

1

p+ 1
ku�kp+1p+1

On sait que u� est une solution du problème (3.1), alors

ku�k22 = � ku�kq+1q+1 + ku�k
p+1
p+1 (3.14)

D�après le lemme 3.5 et la remarque 3.1 , on a

ku�k22 � � ku�kq+1q+1 + ku�k
p+1
p+1 . (3.15)

De (3.14) et (3.15) on obtient

�(1� q) ku�kq+1q+1 � (p� 1) ku�k
p+1
p+1 : (3.16)

En remplaçant (3.14) dans I�(u�),on a

I�(u�) =
�

2
ku�kq+1q+1 +

1

2
ku�kp+1p+1 �

�

q + 1
ku�kq+1q+1 �

1

p+ 1
ku�kp+1p+1

= �(
1

2
� 1

q + 1
) ku�kq+1q+1 + (

1

2
� 1

p+ 1
) ku�kp+1p+1

= �(
q � 1
2(q + 1)

) ku�kq+1q+1 + (
p� 1
2(p+ 1)

) ku�kp+1p+1 :
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En utilisant (3.16) on obtient

I�(u�) � �(
�p+ q

(p+ 1) + (q + 1)
)(
1� q
2
) ku�kq+1q+1 < 0:

Il nous reste à montrer que u� < u�1 pour tout � < �1:

En e¤et, si � < �1 alors u�1 est une sur solution du problème (3.1) .Comme " > 0 assez petit

et "'1 < u�1 alors le problème (3.1) possède une solution v telle que

"'1 � v � u�1

Or u� est la solution minimale du problème (3.1) alors d�après le principe du maximum on

aura u� � u�1 ;or � < �1 donc u� < u�1

D�où la preuve du premier point.

Pour le deuxième point , soit �n une suite tel que �n % �; puisque les solutions un = u�n

satisfont I�n(un) < 0: Donc, il exicte c > 0 telle que

krunk2 � c;

Comme l�injection de W 1;2
0 (
) ,! Lp+1(
) est continue, alors

kunkp+1p+1 � c:

L�espace W 1;2
0 (
) est ré�exif, alors il existe u� telle que un ! u� > 0 p.p.dans 
; fortement

dans Lp+1(
) et faiblement dansW 1;2
0 (
) ainsi u� est une solution faible du problème (3.1) pour

� = �:

3. Pour � > � le problème (3.1) n�admet pas de solutions. Ceci découle de la dé�nition de

�:
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Conclusion

L�idée c�était d�exploiter certaines propriétés a�n de trouver la solution recherchée , plus pré-

cisément on a montrer que si on peut trouver une sous- solution u et une sur-solution u d�un

problème aux limites bien particulier , et si de plus u � u alors il existe une solution qui satisfait

u � u � u

Ce qui nous assure l�existence de solutions.

Pour le cas non ordonnée c�est-à-dire u � u, il faut d�autres hypoyhèses.
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