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Notations

On donne ci-dessous I’ensemble des diverses notations employées tout au long de ce mémoire:

A : un parameétre reel.
Q) : désigne un ouvert borné de RV avec N > 3.
neN.

012 : la frontiére de Q.

n
9u
= 8:1:12

Au : le laplacien de la fonction u tel que Au =

7

— (Ou Ou Ou
Vu = (8x1’ O0x2? """ Oxn

) = grad u.

HH(Q) = Wy(Q) muni de la norme [|ul|® = Jo IVul* da .

C(Q) : Iespace des fonctions continues sur 2.

C*(€) : I'espace des fonctions k fois continument différentiables sur Q (avec K € N*).
C.(Q) : 'espace des fonctions continus a support compact dans € .

CE(2) : le sous espace vectoriel de C1(Q) , constitué des fonctions de classe C! sur Q2 et

nulles sur 0€.
A1 :la premiére valeur propre.du (—A, H}(Q)).

@7 : la fonction propre associée a A;.



e C¥(Q) : l'espace des fonctions u de C*() telles que chaque multi-indice o, |a| < &,

I'application z €  — D®u(z) se pronloge continument sur 2 .



Introduction

L’analyse fonctionnelle s’est développée pour résoudre divers problémes, le plus souvent

représentée par des équations différentielles ordinares ou des équations aux dérivées partielles.

Plusieurs techniques ont été développées dans ce sens.

Dans ce travail, on s’intéresse en particulier a la méthode de sous et sur solution. Cette
derniére est utilisée pour la résolution des EDO et EDP.

Le principe de la méthode consiste a chercher une solution qui se situe entre la sous et la sur
solution sous certaines conditions.

Ce mémoire il se présente sous forme de trois chapitres.

Le chapitre 1 est dédié aux principaux résultats utilisés dans ce mémoire.

Le chapitre 2 est consacré aux différents Théorémes relatifs a la méthode de sous et sur
solutions.

Dans le chapitre 3, nous détaillons une partie de Darticle de: A.Ambrosetti, H.Brezis et

G.Cerami [2] ou ils ont fait appel & cette méthode pour assurer I'existence de solutions.



Chapitre 1
Préliminaires

Nous commencons par rappeler quelques définitions ainsi des résultats connus, qui nous seront

utiles pour notre travail.

Définition 1.1 [4/ ( Formule de Green)

Soient u et v deux fonctions régquliéres, alors on définit la formule de Green comme suit:

/(Au)vdm = / %vda — / VuVudz Yo e CHQ) , Yu € C*(Q), (1.1)
Q a0 on Q

ot do est la mesure superficielle sur OS).

1.1 Les espaces L?

Définition 1.2 [4]
i)Soit p € R avec 1 < p < 00, on pose

LP(Q) = {f : Q — R; f mesurable et |f|’ € L'(Q)}.



On note
1l oaey = € /Q @) da)?,

ot ||| 1p(qy €st une norme sur LP(€2).

ii) On pose
L) ={f:Q — R; f mesurable, 3 ¢ > 0 telle que |f(z)| < ¢ p.p sur Q}.

On note

| fllo = Inf{C,|f(z)| < C p.p sur Q}.

1.2 Les espaces de Sobolev

1.2.1 Deéfinitions

Définition 1.3 [{] Pour u € L} (Q) et pour multi-indice o = (aq, ..., ) € N* avec |a

loc
n

Y. aj; , on définit la dérivée distributionnelle
j=1

80&1 aan

D% = —— U
e U,
0z Ozp”

par

(%) = [ ()b ¥pe O (@)
Q

Définition 1.4 [4] Soient Q un ouvert borné de R™ et p € R avec 1 < p < oo . L’espace de
Sobolev WP (Q) est définie par

ou

WP(Q) = {u € L/(Q): Vi 1 <i< N,
Z;

€ LP(Q)},

10



ot 6 Y désigne la premiére dérivée au sens des distributions.La norme associée est :

u
TillLr(@)

N
o) = lull o) + D
=1

La norme est équivalente & :

Sl

lullroey = Ul g + IVl )
Si p=2 lespace W1P(Q) est noté par HY2(Q) ou bien H(Q).

Définition 1.5 [4] On définit les espaces de Sobolev suivants
Soit 1 < p < oo, Wol’p(ﬂ)désigne la fermeture de CX(Q) dans W1P(Q).On note HE () =

W&’Q(Q).L’espace HY(Q) est muni du produit scalaire

ou 81}
(u,v)H1( Q) = (u,v LQ(Q) —I—Z 896' ax
Pour 1 <p<oo etk &N, on définit l'espace de sobolev W*P(Q) par
WHEP(Q) = {u € LP(Q), D € LP(Q) pour tout o € N*tel que|a| < m}.

D% est la dérivée au sens distributionnel

S =

lullweniy = (3 1D ul, )7,
lo|<k
pour 1 <p < oo et

[ullyroo () = max [ D%ul[ oo () -

Proposition 1.1 /4]
i) WIP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo.

i) WHP(Q) est un espace réflexif pour 1 < p < oo.

11



iii) WHP() est un espace séparable pour 1 < p < oo.

iv) H' est un espace de Hilbert séparable.

Proposition 1.2 [/] Pour k € N* ;1 < p < oo ,WFP(Q) est un espace de Banach, réflexif si
1 <p<oo, séparable pour 1 < p < oo.

WkQ(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(U V)2 Q) = Z /DauDavdw
Q

|a|<k
1.2.2 Les injections de Sobolev

Théoréme 1.1 [}]/(Théoréme Rellich-Kondrachov)On suppose Q@ un domaine borné de classe
Cton a
i)Si p < N alors WHP(Q) C LY(Q) Yq € [1,p*] ou z% =
i1)Si p = N alors WHP(Q) C LY(Q), Vq € [1, +o0].
i4)Si p > N alors WHP(Q) C C(Q) ,

1
N

=

avec des injections compactes.

Théoréme 1.2 [/] Soit E un espace de Banach réflexif et soit (z,) une suite bornée dans

E.Alors il existe une sous suite extraite (T, ) qui converge pour la topologie o(E, E").

Théoréme 1.3 [9] Soit Q@ C R™ un domaine borné a frontiére lipschitzienne, k € N et 1 <p <

oo .Alors

i) Si kp < n, alors WFP(Q) C L4(Q) pour 1 < q <

"D gyec injection continue.
n—kp

np
n—kp"*

L’injection est compacte si q <
it) Si0<m <k—2<m+1, meN, on a WEP(Q) C C™*(Q) pour0<a<k-m-—72
n

avec injection continue. L’injection est compacte si o < k —m — >

Remarque 1.1 Le Théoréme reste valable pour les espaces Wéc’p(Q).

Notation 1.1 On désigne par Wo_l’p,(Q) lespace dual de Wol’p(Q)(cwec 1 <p<oo) etpar
H~YQ) lespace dual de H}(S).
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Définition 1.6 La topologie faible sur Wol’p(Q) est la topologie la moins fine telle que toutes les

applications f : Wy (Q) — R soient continues avec f € Wo_l’p,(Q).

Lemme 1.1 [}/

Si uy, est une suite bornée dans un espace réflexif. Alors on peut extraire une sous suite telle
que

Uy — U p.p. sur §2.

u, —u  HHQ).

up, —u  LN(Q)  sir< 2%

2n ;
;) SZTZZ?)

Uy — U st r=2% avec 2* =
o  sin=12

Définition 1.7 i)On dit qu’une fonction f est convexe sur un intervalle Q si
V(ul, UQ> € 92,V)\ S ]0, 1[ , f()\ul + (1 — )\)’U,Q) < )\f(ul) + (1 - /\)f(UQ)

it)On dit qu’une fonction f est concave sur un intervalle Q si et seulement si —f est

convexe

Théoréme 1.4 [6]/(Théoréme du point fize de Schauder)
Soient X un espace de Banach et R un réel strictement positif. SiT : B(0,R) — B(0, R) est

un opérateur compélement continue(c’est-a-dire continu et tel que , pour toute partie bornée D

de X T(D) est compacte). Alors T admet au moins un point fize.

1.3 Théoréme de Lax Milgram

Définition 1.8 /4]
On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) :H x H — R est :
i)continue s’il existe une constante C' telle que
la(u,v)| < Clu|jv| Vu,v e H.

13



it)coercive s’il existe une constante o > 0 telle que
a(u,v) > afv]* Yo e H.

Théoréme 1.5 (Laz-Milgram) [4]

Soit a(u,v) une forme bilinéaire ,continue et coercive alors pour tout ¢ € H il existe w € H

unique tel que

a(u,v) = (p,v) Yve H

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisée par la propriété:
t *1( ) —( ) '{*1( ) —( )}
u € H e a(u,u p,u) = min{ -a(v,v Vv
2 ’ ’ veH "2 ’

Théoréme 1.6 [}/ (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn)nen,, une suite de fonctions de L*(£2).On suppose que

o fu(z) — f(z)p.p sur Q

e Il existe une fonction g € LY () telle que pour chaque n, |fn(z)| < g(z) p.p sur Q.
Alors f € LY () et || fn — fllprgy — 0.
Nous citons une des formes du principe du maximum.

Lemme 1.2 [6] Siw € W?P(Q) avec p > n ,vérifiant Vp.p.x € Q , —Aw(z) < 0.Alors w ne peut

pas atteindre un mazximum M > 0 dans  sauf si w est constante.

Proposition 1.3 [}] Soit U un espace topologique séparé.Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

i) U est compact

i1) De toute famille de fermés dont l'intersection est vide ,on peut extraire une sous-famille

finie dont Uintersection est vide.

14



iit) Toute famille de fermés dont toute sous-famille finie est d’intersection non vide et elle

meme d’intersection non vide

15



Chapitre 2

Théorémes relatifs a la méthode de

sous-sur solutions

Dans ce chapitre, on s’intéresse & l’existence de solutions via la méthode de sous-sur

solutions. On considére le probléme suivant:

—Au(x) = f(z,u(xz)) dans Q
u(z) =0 sur 02,

ou f est une fonction définie de 2 x R — R.

Nous commengons par donner des définitions qui nous seront utiles dans ce chapitre.
Définition 2.1 [6] i)On dit que u est une sous solution du probléme (2.1)si :

e Pour presque tout x € Q , —Au(z) < f(x,u(z)).

e Pour tout x € 092,  u(z) <O0.

ii)On dit que @ est une sur solution du probléme(2.1) si:

e Pour presque tout x € Q, —Au(z) > f(x,u(x)).

e Pour tout x € 002,  u(x) > 0.

16



L’existence de la solution dépend de la régularité de la fonction f .

Nous distinguons différents cas.

2.1 La fonction f de classe C'

Le Théoréme suivant montre que le probléme (2.1) admet une solution v € C?(2) N C(Q) quand

f: QxR — R est une fonction de classe C'par rapport a la variable w.

Théoréme 2.1 [8] Soient U (resp., U) une sous solution (resp., une-sur solution) du probléme

(2.1) tel que U < U dans Q. Alors les proprictés suivantes sont satisfaites:

e i) Il existe une solution u du probléeme (2.1) satisfaisant U < u < U

e i) lls existent des solutions minimales et mazimales Umin €t Umax du probléme (2.1) dans

Uintervalle [Q,U ] .

La démonstration est basée sur la méthode monotone dévoloppée par Amman [3].

Preuve: i) Soit g(x,u) := f(z,u) + au ou a est une constante réelle.

On peut choisir a > 0 suffisament grand de sorte que R > u —— g(x,u) est croissante sur

[u(z),u(z) ].

Pour = € Q ,on choisit a > 0 tel que
a > max {—fu(z,u);z € Qu € [u(z),u(z) |} .

Pour ce choix de a, nous définissons la suite de fonctions u,, € C%(Q) N C(Q) comme suit:

ug = u et pout tout n > 1, u, est la solution unique du probléme linéaire suivant :

—Auy, + auy, = g(z,up—1) dans €.
U, =0 sur 0f).

Montrons que u < ... <tUupy1 S up < ... <y =T



On a u; < u. En effet

—A(w—wu; )+a@—u ) >g(x,u) —g(z,u) =0 dans Q,

u—u; >0 sur Of2.

Par le principe du maximum, on déduit que @ > u; dans 2.
Comme lopérateur —A + al est coercif , il s’en suit que w > u; dans €.
Pour la preuve de u < u; , nous remarquons que u < 0 = u; sur 0f).

Pour z € 2, on a

—Alw—u ) +alu—u) < fz,u) +au—g(z,7) <0

La monotonie de g et le principe du maximum imliquent que u < u; .
Supposons que

U< ..o SUp SUp—1 < S Uy = U

Il reste & prouver que

U < Uptl < Up.

—A(up — Uny1) + aluy, — upt1) = g(z,up—1) — g(z,u) >0 dans Q,
Up — Upt1 > 0 sur 0.
D’aprés le principe du maximum, on a u, > u,4+1 dans €.

D’un autre coté, on a

—Au+au < g(z,u) dans Q

u<0 sur 012,

d’apreés la définition de w41 , nous avons

_A(un-‘rl - Q) + a(un-‘rl _Q) = g(a:,un) - g(m,g) >0 dans Q

Upt1 —u >0 sur 0f2.

18



Par le principe du maximum, nous déduisons que
u < up41 dans €.
D’apres ce qui précede , il existe une fonction u telle que, pour chaque x € €2 fixé on a
un(x) \, u(x) quand n — 0.

Maintenant on doit montrer qu’on peut passer a la limite dans le probléme (2.2).

Soit g () := g(x,un(z)), remarquons que la suite (g,,) est bornée dans L>°(€2) , par conéquent
elle est dans tout LP(Q) avec 1 < p < oo.

En passant a la limite dans (2.2) et d’aprés les estimations standard de Schauder la suite (uy,)
est bornée dans W2P(Q) pour tout 1 < p < oo . L’espace W2P(Q) s’injecte de facon continue
dans I’espace de Holder C1(€)), pour a = 1 — % a condition que p > % Donc (uy,) est bornée
dans Ch2(Q).

Par les estimations dans les espaces de Holder , nous déduisons que (uy) est bornée dans
C?(Q) .

Comme D'injection de C%%(Q2) dans C?(f2) est compacte, il s’en suit que
u, —u dans C%(Q).

Puisque la suite est monotone , donc la suite converge vers u dans C?(2).

Passons maintenant a la limite dans le probléme (2.2) quand n — oo. Par conséquent u est
une solution du probléme (2.1).Le point i) est démontré

ii) On désigne par @ la solution obtenue par la technique ci-dessus et en choisissant uy =
U.Umax €st la solution maximale dans U'intervalle (u, @).

En effet, soit u € [u,u] une solution arbitraire.En utilisant les arguments précédents im-
pliquent que u < w.

On obtient que pour tout n >0, on a u < u,, W
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Exemple 2.1 Soit Q un domaine borné régulier de R avec N > 3, et soit
fla,u) = Af(x) +ul™t

oup = %,)\ un parameétre positif et f est une fonction continue sur € telle que 1 < f(x) <
K < .

Soit uy solution positive du probléme:

—Au = f(z) dans{,

u=20 sur 0f2.

Alors, w = Auy est une sous-solution du probléme (2.1) pour tout A > 0.

Notons par e la solution positive du probléme suivant

—Ae =1 dans,

e=20 sur 0.

Le Théoréme de Lax Migram nous assure |’existence d’une unique solution.
On remarque que u = Ce est une sur solution du probléme, car on peut trouver Ag > 0 tel

que pour tout 0 < A < A, il existe C = C' (\) > 0 satisfaisant

C > \f(x) 4+ CFPter !,

En prenant A suffisamment petit, on a
Auy < Ce.
D’aprés le Théoréme 2.1 le probléme (2.1) admet au moins une solution u telle que

Ay <u < Ce.

20



2.2 f est LP Carathéodory

Dans cette partie , on s’intéresse & montrer 'existence de solutions lorsque f est une fonction

LP-Carathéodory.Dont nous donnons la définition ci-dessous:

Définition 2.2 [6] Soit f: QxR — R. On dit que f est LP- Carathéodory si elle vérifie les

conditions suivantes:

e Pour touty € R, f(.,y) est mesurable sur Q.
e Pour p.p. x € Q, f(x,.) est continue sur R.
e VR > 0,3hg € LP(Q) telle que Vp.p. z € Q ,Vy € [-R, R],|f(x,y)| < hg(x)

Définition 2.3 [6/

Soient a et b deuz fonctions définis de ) dans R ,bornées et telles que a < b. On définit une

partie E de R on pose
E={(z,y) € @ xR/a(x) <y < bx)}
Pour tout y €  ,on note
4, = { € Q/a(x) <y < b(x))

Soit f: E— R ,on dit que f est LP - Carathéodory si elle vérifie les conditions suivantes :

o Pour tout y € R tel que Ay # 0 , la fonction f(.,y) définie sur A, est mesurable.
e Pour p.p. x €, f(x,.) est continue sur [a(z),b(x)].

e dh € LP(Q) telle que Y(z,y) € E,|f(z,y)| < h(x).
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Lemme 2.1 [6] Si on désigne par g une fonction appartenant a LP(Q) et que l’on considére le

probléme de Dirichlet suivant:
—Au(z) = g(z) dans Q

u(z) =0 sur OS2

ce probléme admet une seule solution u € W2P(Q).De plus , 3C > 0,3C" > 0 (C et C

constantes indépendantes de g) telles que Vg € LP(S2) la solution u de 2.2. , vérifie
HUHWZP(Q). <c HgHLP(Q) et ||U||cl(§) < ||g||LP(Q) (2.4)
Nous commencons par le cas ou la sous solution est inférieure & la sur-solution.

2.2.1 Sous-sur solutions ordonnées

Théoréme 2.2 [6] Soient o et 3 respectivement une sous -solution et une sur-solution de (2.1),
vérifiant o < .51 f : E — R est LP-Carathéodory avec E = {(z,y) € Q xR/ a <y < f} et

p > n.Alors le probléme (2.1) admet une solution u € W2P(Q) telle que a < u < B.

Preuve: Considérons le probléme suivant:

—Au = f(z,v(x,u(z))) dans Q
u=0 sur 052,

ol 7 est définie comme suit pour tout z € R :

alzr) sz <a(z),
Y(z,2) =4 2 si a(z) <z < B(x),

B(x)  siz>p(x).

Notons d’abord que Vo € Q,Vz € R, a(z) < y(z,2) < B(z) et (z,7v(x,2)) € E.

22



D’aprés 'hypothése sur f, nous avons
dh € LP(Q)/Vp.p.x € QVz € R, |f(z,v(x, 2))| < h(x). (2.6)

Nous démontrons le résultat en deux étapes:
#Premicre étape: Le probléme (2.5) a au moins une solution.
En effet, appliquons le Théoréme du point fixe de Schauder a I'opérateur Ty : C3(Q) — C}(Q)

,ou u = Th(v) est la solution du probleme

—Au = f(!E,’y(IL’, ’U(.’L’))) dans Qa
u=~0 sur 0.

&. Montrons que 7% est continu en v ,pour v € C}(€Q).
Considérons une suite (v,) d’éléments de C§(Q) qui converge vers v dans C§(Q).

Pour tout w € C3(2), notons
9w : Q= R z+— f(x,y(z,w(z))).
On remarque que g, est mesurable et pour p.p. = € Q , |g,(z)| < h(x) par conséquent, g,
€ LP(Q).

Nous considérons

V.CHQ) —  LP(Q)

w o Guw
D’apres la relation (2.4), nous avons :
3C" >0 tel que Vn € N, || Ta(vy,) — Tg(l})HCl@) < C'(vy) — w(v)||Lp(Q) .
Pour montrer que T est continu en v ,il suffit de montrer que ngrfoow(vn) = (v) dans LP(Q) .
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Par construction, on conclut
Vn € N,Vo € Q, [y(z, vn(x)) — v(z,v(2))| < [vn(z) — v(@)].

La fonction

y — f(x,y)

est continue pour p.p.xz € €2 .On conclut

Vppa €, lim Pun)(z) =9(v)(z).

Par ailleurs ,

Vn € N,V p.p.z € Q, [¢(v,)(x)] < h(z).

Par application du Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous déduisons que 1 (vy,) e
Y(v) dans LP(9).

&Montrons que T est complétement continu.

Soit D un ensemble bornée de C}(€2), comme f est LP-Carathéodory alors 1)(D) est bornée
dans LP(Q) . D’aprés (2.4), To(D) est bornée dansW?2P ().

L’injection de W?P(Q) dans LP(Q)est compacte alors To(D) est un compact de Cg(Q).

&Montons que la boule est stable par T5.

D’aprés (2.4) et (2.6) , IR > 0 tel que T2(CL(Q)) C B(Océ(ﬁ),R). Par exemple, on peut
prendre R = C" ||| 15y o0t C” et h sont définis & partir des relations (2.4) et (2.6) respectivement
.Donc TQ(B(OCé(ﬁ), R)) C B(ch(ﬁ)’ R).

Les hypotheses du Théoréme du point fixe de Schauder sont satisfaites pour le probléme (2.7),
il en résulte que (2.5) admet une solution.

#Deuxieéme étape: Montrons que toute solution u de (2.5) vérifie a < u < g.
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Commengons par a < .

Raisonnons par ’absurde c’est-a-dire on suppose que « > u, ainsi mgx(a —u)=M>0

Sur la frontiére 9 ;on a a < u, donc 3 zy € Q tel que axg) —u(xg) = M et par continuité
dea—u,3dz €Q tel que a(z;) —u(x;) < M.

On conclut qu’il existe 9 C Q tel que pour tout x € 1 a(x) —u(z) > 0 et que o — u est

non constante sur €); alors :

Vo € Qla ) —-A (Od - u) (:IZ') S f (x,a(x)) - f(a:,’y(a:, u<x)))
= f(@a(z) = f(z,a) =

contradiction avec le principe du maximum.
Pour le cas u < 5,il se démontre de la méme maniére que précedement.
On conclut que la solution u se trouve entre a et 3. Pour tout z € Q , on a y(z,u(x)) = u(x)

, u est solution de (2.5) et elle est pour le probleme (2.1). W

Exemple 2.2 Considérons le probléeme aux limites unidimensionnel suivant:

—u =L -1 0,
u' = sur]0, ] (2.8)

Alors B =1 est une sur-solution de ce probléme(2.8) et a = Cl‘%(ﬂ' - a:)% est une sous-solution
pour ¢ > 0 assez petit.On a o < .

On pose

fi + J0,7[xRY >R

1
(x,u) — ——1

Ja

On remarque que la fonction fi1 n’est pas définie pour u < 0.

Pour cela on pose

E={(z,y) €]0,7[ x R/a(z) <y < B(z)}.
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Par conséquent, la fonction

est LP-Carathéodory.

En effet, fo vérifie les conditions de la définition 2.3 ce qui implique que

1

V(x, E,| fo(z,u)| < h(r) = —5——
(z,y) € E,| fa(z,u)| < h(z) Vet o)}

+1

avec h € LP(0, ) VpE]l,%[

Les conditions du Théoréme 2.2 sont satisfaites. Alors le probléme (2.1)admet une solution.
Le Théoréme 2.2 peut étre généralisé comme suit:

Théoréme 2.3 [6] On désigne par q et r deux entiers naturels non nuls. Soient oy, g, ..., ag,

des sous-solutions de (2.1) et 81,85, ..., B, des sur-solutions de (2.1) .Notons a = max(aq, aa, ..., )

et f = min(S,,B, ..., B, ) et supposons que o < [3.
Si f: E — R est LP-Carathéodory avec E = {(x,y) € @ x R/ min a;(z) <y < maxf;(v)}
1<i<q 1<j<r
et p>mn .Alors (2.1) admet une solution u € W*P(Q) telle que a < u < f3.

Le Théoréme suivant fournit un raffinement de la localisation des solutions de (2.1) situées

entre la sous et la sur solution.

Théoréme 2.4 :[6] Soient o , B respectivement une sous-solution et une sur-solution du prob-
leme (2.1) telles que o < [ .Supposons que f : E — R est LP-Carathéodory avec p > n et
E={(z,y) € QxR/azx) <y < B(x)} .S le probléme (2.1) admet au moins deuz solutions
situées entre o et B .Alors

)3 Umin, Umax Solutions de (2.1) telles que @ < Upin < Umax < O.

ii) Si u est une solution de (2.1) qui vérifie a < u < [ alors umin < U < Umax.
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Dans ce cas umin(resp. umax) €st appelée la solution minimale(resp. la solution maximale)

du probléeme (2.1) par rapport a la paire de sous-solution et sur-solution (., 3).

Preuve: Nous démontrons le Théoréme en 3 étapes .

considérons 'application

I CiQ) — Cln)

APremiere étape:
Notons

U={uecCi(Q)) a<u<Betu=T(u)}

U est non vide (d’apres le Théoreme 2.2).
Montrons que U est un compact dans C§(Q).

U peut étre écrit sous la forme suivante
U={ueCy(Q)/ u=T(u)},

ou T3 est 'opérateur défini dans la preuve du Théoréme 2.2 donc on a U = T(U).

ainsi To(U) C B(Océ@),R), par concéquent, U est un borné dans C}(Q). Comme Ty est
complétement continu donc To(U) = U est un compact de C}(€).

ADeuxiéme étape:

u est solution de (2.1) satisfaisant o < u < f3.

Posons

F,={ve Col(ﬁ)/ a<v<uetv=T(v)},

F,, est non vide, fermé, compact et inclut dans U .
Soient ¢ € N* | uy,ug,...uy des solutions de (2.1) vérifiant a < u; < f pour tout i € [1,¢]

.Nous avons N F,. #0
1<i<qg " 7
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En effet, il suffit de considérer la fonction 8 = min(ug, ug, ...us)et d’appliquer le Théoréme

2.3, alors w est solution qui vérifie

a < u < u; pour touti € [1,

D’apres la propriété d’intersection finie des compacts, on conclut que ﬂUFu # 0.
ue
Posons

Gu={veCs(Q)/ u<v<Betv=Ti(v)},

G, est non vide , fermé, compact et inclut dans U.

Soient 7 € N* | uy, ug, ...u, des solutions de (2.1) vérifiant
a < wuj < f pour tout j € [1,7]

.Nous avons 1§?§unj # )

En effet ,il suffit de considérer la fonction o = max(uy, ug, ...u,) et d’appliquer le Théoréme
2.3 alors u est solution qui vérifie u; < u < 8 pour tout j € [1,7].

D’apres la propriété d’intersection finie des compacts on conclut que UQUGU # 0.

ATroisiéme étape:

Soient 4 € uQUF“ et u € uQUGu , nous avons 4 € U . Pour u € U nous avons 4 < u < 1.

Ce qui montre que UQUFu = {4} et que UQUGU = {a} , il suffit alors de poser umin = 4 et
Umax = U.

On conclut que toute solution u de (2.1) telle que a < u < 3 vérifie

aguminSUSUmaxSB-
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Exemple 2.3 Considérons le probléme aux limites.

—Au = Ay max{—u — 2, min{u, —u+ 2}} := f(u) dans Q
u=20 sur OS2

Ot Ny est la deuxieme valeur propre de 'opérateur —A sur HE(Q).

Notons py une fonction propre associée a la valeur propre Ay telle que ||¢q||, = 1.

Les fonctions de la forme x — u(x) = ppq(x), avec p constante réelle , telle que |u| < 1,
sont solutions de (2.9).

Les fonctions a et 5 définies par a(x) = —2 et B(x) = 2 sont respectivemet sous-solution et
sur-solution de (2.9)

Par le Théoréme 2.4, 3 Umax, 3 Umin solutions de (2.9) vérifiant —2 < Umin < 0 < Upax < 2 .

Mais nous pouvons étre plus précis auz inégalités umin < 0 < umax -En effet, si nous donnons a
1 successivement les valeurs 1 et —1 par exemple, nous pouvons déduire que l’'on a nécessairement
Umin < — |0a] < |@a] < Umax -Par régularité de umin et Umax nous avons donc umip << 0 <<

Umax-

2.2.2 Sous-sur solutions mal ordonnées

Définition 2.4 [6/
Une sous-solution «(resp. Une sur-solution [3) de (2.1) est dite strite , si pour toute solution

wde (2.1) ,onau>a=>u>>arespu<f=u<<f

Le Théoréme suivant constitu une alternative du Théoréme 2.2 dans le cas ot la sous solution

« et la sur solution 8 ne vérifient pas a < .

Théoréme 2.5 [6/On suppose que la fonction f:Q x R — R est LP-Carathéodory, avec p > n
et que le probléeme (2.1) admet une sous-solution « et une sur-solution [ telles que:

1) 3 zo € Q, alxg) > B(xo).

2)3 he LP(Q),Vp.p.x € QVu € R, |f(x,u) — \u| < h(z).
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Le probléme (2.1) admet au moins une solution u € 9 ou
I={ueCiQ)/u?tacusp}=1{ueCiQ)/min(u—a)<0<max(u—pB)}

La démonstration de ce Théoréme fait appel au Théoréme d’Amman. Un résultat de multi-

plicité qui est connu sous le nom Théoréme des trois solutions:

Théoréme 2.6 [6] Supposons que nous ayons deuzx sous-solutions strictes ayet ag de (2.1) et

deuzx sur-solutions strictes Byet By de (2.1) qui vérifient

a1 << f1,a2 << By a0 £ B o0 < ag, By < Po.

Si f: E — R est LP-Carathéodory avec E = {(z,y) € @ x R/a(z) <y < B(x)} et p > n alors

(2.1) admet au moins trois solutions ui,us, et ug qui vérifient
a1 << up << B, a0 << ug << Py, et g << ug << By, avec uz £ Bretug F as

Remarque 2.1 Si nous reprenons exactement les mémes hypothéses du Théoréeme d’Amman

alors le probléeme (2.1) admet au moins trois solutions ui,us et us qui vérifient

ap << up << P <<wug << fBoet up 3 uz S ugavec uz £ fretug £ az
Preuve: Considérons le probléme modifié suivant :

—Au(z) = Mu(z) + gr(z,u(z)) dans Q

(2.10)
u(z) =0 sur 0f)
oll, 7 est un parameétre réel strictement positif
f(z,2) — Az si|z| <7
VzeR Vppr€Q,g-(w,2) =¢ (1+7r—|2)(f(z,2) — M\z) — (2] — r)Z s |z] € [r,r+1]
— si|z] >r+1
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On remarque que g, est une fonction de f(x,u).

Le théoréme se démontre en trois étapes .

APremicre étape:

Il existe a; une sous-solution de (2.10) telle que oy < —r — 2 et il existe 3, une sur-solution

de (2.10) telle que By > r + 2.

En effet,considérons la solution w du probléme
—Aw = (A1 — 2)w dans Q,
w=7r+2 sur Of).

7 est la fonction propre associée & A1 qui vérifie ”ﬁ”c&(ﬁ) =1et p; >>0.

Soit k un réel positif suffisament grand choisi tel que ko, +w > r+2 sur Q. Un tel réel existe
car (r+2) —w € C}(Q).
Posons

Nous avons ,

1 1
—ABy = Mkoy + (A1 — ;)w = Mko; + (M1 — ;)(52 —koy)

1 1
= (M ——)By+ —kp; dans Q.
r r
On conclut que
1
—ABy > (A1 — ;)52 = MSsy + gr(z, B3) dans

Nous avons que 5 > 0 sur 99 donc 3, est une sur solution du probléme (2.10).
On a
a1 = =By = —(kpy +w)
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Nous avons
1 1 1 1
—Aay; = ABy = —)\1k<p1—()\1—;)w = —Alk‘cpl—()\l—;)(—al—kwl) = (Al—;)al—;kzg@l dans Q

On conclut que

1
—Aa; < (M — —)a; = Mag — gr(z, 1) dans Q
r

Nous avons aussi a; < 0 sur 02 donc «; est une sous solution du probléme (2.10). Par conséquent
a1 << By

ADeuxiéme étape:

Montrons que pour tout réel r > max(|la|| ., ||5]ls), il existe une solution u, du probléme
(2.10) telle que u, € 9.

Sous la condition ci-dessus , « et 8 sont respectivement une sous solution et une sur solution
du probléme (2.10).0n se retrouve dans le cas du théoréeme d’Amman, i.e dans ce cas nous
n’avons pas le caractére strict de a et 3

On a deux situations:

« et [ sont strictes , et par le théoréme d’Amman et la remarque 2.1 il existe une solution
u, du probléeme (2.10) telle que u, € 9.

« et [ ne sont pas strictes donc il existe une solution w, du probléme (2.10) telle que € 9¢.

Par conséquent , il existe dans tout les cas une solution u, du probléme (2.10) telle que
Uy € 0.

Montrons qu’il existe 7 > 0 tel que ,u, est une solution du probléme (2.1)

Atroisiéme étape:

Montrons qu’il existe une constante réelle positive K telle que

Vr > K,Vu solution de (2.10) telle que wu € J,on a ||u||01(§) <K
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Pour cela raisonnons par ’absurde. Supposons
Vn € N, 3r, > n,3 u, solution de (2.10) avec r = 7, telle que u, €9, et ||un||01(§) >n

Posons pour tout n € N, v, = . Alors, pour tout n € N ,on a

||uanl(ﬁ)

—Avy = Aqup, + ) gang Q)

||un||cl(§)

v, =0 sur 0f).

Nous pouvons décomposer g,, sous la forme suivante:
gry, (l‘, un) = pn(x7 un)un + Qn(l') un)

avec p, et g, deux fonctions satisfaisant:

Vpp-x € 8, —= < pu(2,un(2)) <0 et [gn(z, un(2))] < h(2).

n

On remarque d’aprés ce qui précede que la suite

(Ot + P (@ )y + d&2tn)
Huanl(ﬁ)

est bornée dans LP(Q2). C'est a dire il existe ¢ > 0 tel que

Qn(xa Un) )

Vn € N,
Hun”cl(ﬁ)

(A + po(z,up))vn + <ec.

Lr(R)

Ainsi pour n € Non a ,anng,p(Q) <C,
Par conséquent, on peut extraire de la suite (v,,) une sous-suite (vy,, )m telle que vy, 7Y
m—-+00

faiblement dans W?2P(Q) et telle que v,,, — v fortement dans C§(Q) grace a l'injection

m——+00
compacte de W2P(Q) dans C3(Q).
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Par passage a limite , la fonction v satisfait le probléme suivant

—Av = M\v dans
v=20 sur 0f2

Comme |[v]|c1(g) = 1, alors v = £¢,.
On a deux possibilités, soit la suite (vp,, )m converge vers p; ou vers —¢; dans C3(Q) et ceci

& partir d’un certain rang M

Unp, 1
7”un||01@) —$1 2 —5%1
ou
Un, 1
7"%”01@ TS50

C’est-a-dire que, pour m > M , nous avons

1
un'm 2 5 HunnLHCl(ﬁ) ()01 >>

ou bien

1
Un,, < b Huancl(ﬁ) P << p

Ceci est vrai, pour m assez grand,contradiction avec le fait que u,,, est u élément de 9.
On conclut que pour r > K, il existe une solution u, de (2.10) appartenant a 9 tel queHuHCl(ﬁ) <

K < r. De cette construction on déduit que u, est une solution du (2.1). W

Remarque 2.2 L’hypothése u < u n’est pas toujours satisfaite. C’est-a-dire il se peut que

u >u sur §2 .L’exemple élémentaire est le suivant :

considérons le probléme de la valeur propre suivant:

—Au = Mu dans Q
u=20 sur 02

Le probléeme admet une solution u de la forme suivante u = Cey ot C est une constante réel et
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e1(z) > 0 pour tout = € 2
Choisissons

u=e etu=—e;

Alors u (resp.u) est sous solution (resp.sur solution) du probléme (2.1) mais u > .

2.3 f est une fonction de Carathéodory
Maintenant, on va s’intéresser au Théoréme relatif lorsque f est une fonction de Carathéodory.

Définition 2.5 [6/(Fonction de Carathéodory)
Soit Q un ouvert de R™ | f une fonction de 2 X R dans R est dite de Carathéodory , si elle

vérifie:

o 1.L’application

f: R—->R

est continue pour presque tout x € Q.

o 2.L’application

est mesurable pour tout t € R.
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Considérons le probléme suivant

—Au =g (z,u) dans Q,
9 (@) (2.11)
U = U sur 0f).

Dans certains cas, on peut faire appel a la définition de sous et sur solutions au sens faible.

Définition 2.6 o On dit queuw € H(Q) est une sur solution faible pour le probléme (2.11),

st > ug sur 0N et
/ VaVudx > / g(z,u(z))v(x)dz, Yve CF(Q),v>0.
Q Q

e On dit que u € H'(Q) est une sous solution faible pour le probléeme (2.11), si u> ug sur
o0 et

/ VuVoudr < / g(z,u(z))v(z)dz, Yv e C§°(Q2),v > 0.
Q Q

On peut énoncer le Théoréme:

Théoréme 2.7 [9] Soit g : Q@ x R — R une fonction de Carathéodory telle que |g(z,u(z))| <
C(R), pour tout R > 0 et pour tout u telle que |u(z)| < R presque partout.
Supposons que u et u une sous et sur solutions du probléme (P).Supposons qu’il existe c et ¢

€ R tel que —o0o < ¢ < u <u < €< +oo presque partout dans Q. Alors le probléme (P) admet

une solution u < u < .

Pour la preuve du Théoréme ainsi 'exemple nous invitons le lecteur & consulter le livre de

Struwe [9].
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Chapitre 3

Application de la méthode de

sous-sur solutions

3.1 Introduction

Dans de ce chapitre, on s’intéresse & appliquer les différentes techniquess utilisées dans le précé-
dent chapitre.

Dans cette partie, on montre I'existence de solutions du probléme suivant:

—Au = A u? +uP dans €,
u>0 dans Q, (3.1)
u=20 sur 0f),

o10<g<l<p<2-—1=2+E2(N >3)et A un parametre positif.

La fonctionnelle d’énergie associé au probléme (3.1) est définie par

1 2 )\ 1 1 1
L) == [lul? = —2— [ [t de — —— | [ul™ da. 2

Ce probleme a été traité dans l’article d’Ambrosetti, Brézis and Cerami [1].

La particularité de ce probléme, réside dans le fait qu’il y a un terme concave (¢ < 1) et
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un terme convexe (p > 1). Les Théorémes énoncés dans le précédent chapitre ne sont pas
appliquables.
Ambrosetti-Brézis-Cerami ont fait appel & la notion de sous-sur solutions qui leur permis de

prouver le résultat suivant:

Théoréme 3.1 [1/Pour tout 0 < ¢ < 1 < p ,il existe A € R; A > 0 tel que:
i)Pour tout \ € (0,A),le probléme (3.1) admet une solution minimale uy tel que Ix(uy) <0 .
it)Pour A = A, le probléme (3.1) admet au moins une solution faible u € WOI’Q(Q) N LPH(Q).

iit)Pour tout X > A le probléme (3.1) n’admet aucune solution.

Remarque 3.1 La solution minimale pour ce probléme est dans le sens que u)y est une solution
G énergie minimale.
3.2 Lemmes

Avons d’entamer la démonstration du Théoréme 3.1.
Définissons

A = sup{\ > 0,: le probléme (3.1) admet une solution}.
Nous établissons quelques lemmes auxiliaires.

Lemme 3.1 /1] Ona, 0<A < 0.

Preuve: Soit e soltution du probléme suivant:

—Ae=1 dans €2,
e=0 sur 012,

(3.3)

e est la solution unique du probléme (3.3 ), ceci d’apres le Théoréeme de Lax-Milgram.
u = Me une sur solution du probléme (3.1) ou M est une constante positive.
En effet ,u satisfait

—AMe > X\(Me)? + (Me)P
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alors

M > AMe? + MPeP
Comme 0 < ¢ < 1 < p, on peut trouver Ag > 0 telle que pour tout 0 < A < Ag il existe
M = M(X) > 0 satisfaisant

M > XM e||2 4+ MP |le||f, > AMTe? + MPeP.

On a pour tout € 92, u(x)=0.
Donc,u(z) = Me est une sur-solution de (3.1).

Soit u = gy ot € > 0 ,; est la fonction propre associée au probléme suivant:

—Ap; = A1, dans Q,
w1 =0 sur 0€).

w est une sous solution du probléme (3.1).En effet
—Acpy < AMepr)? + (ep1)?,
ceci implique que

e(=Ap1) < Aepr)? + (e91)”

Donc

eAroy < Aewy)? + (epq)?

pour € assez petit ,pour tout A > 0 et pour tout z € 9Q , u(x) =0 car ¢; = 0 sur 9.
Ainsi u(x) = ey, est une sous solution du probléme (3.1).
Par conséquent ,

u(xz) <u(x) iecp; < Me

Donc le probléme (3.1) admet une solution ep; < u < Me pour tout A < A\g et A > Ag.
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Soit A tel que
M+t > Nt VEeRE>0. (3.4)

Si A est telle que le probléme (3.1) admet une solution u, nous allons multiplier le probléme

(3.1) par ¢, et intégrons sur €2 on obtient

)\1/ugoldx:)\/quoldx—i—/upgoldx. (3.5)
Q Q Q

De (3.4) et (3.5) on conclut que A < X et on a montrer que A < \.

Lemme 3.2 [1] Pour tout 0 < A < A, le probléme (3.1) admet une solution.
Preuve: Supposons A < A, soit u, solution du probléme

—Au = pu? +uP dans
u>0 dans
u=0 sur 0f)

0<g<1<p.
pour A < p1 < A ,u, est une sur solution du probléeme (3.1) donc ep; < u,, pour € assez petit.

Par conséquent le probléeme (3.1) admet une solution . W

Lemme 3.3 [1] supposons que f(t) est une fonction telle que t =1 f(t) est décroissante pourt > 0

Supposons que v et w satisfont

v>0 dans (3.6)
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et
—Aw > f(w) dans Q

w >0 dans <2

w = sur 02

Alors w > v dansS2

Preuve:

Multiplions I’équation (3.6) par w et I’équation (3.7) par v, on a
w(—Av) < f(v) w
et
v(—Aw) > f(w) v

La soustraction de (3.8) et (3.9), nous donne

—oAw+wAy > (f(w) )= (f(v) w)

ol 1),

w v

Soit #(t) une fonction non décroissante telle que

0 sit=0
0(t) = 1 sit>1
0 t<0
Posons
0.() = 0(2)

On a 6.(t) > 0 pour tout ¢ € R. Multiplions (3.10) par 6.(v — w) et intégrons sur €.
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On a

/ﬂ[—v Aw + wAv] 0:(v —w)dx = /Q [f(w) - f(v)} 0:(v

w v

En utilisant la formule de Green, on obtient:

—w)dz.

= / 00 (v — w)Vw(Vv — Vw)dx — / w 0L(v —w)Vo(Vv — Vw)dzx
Q Q

= / v (v — w)(Vw — Vv)(Vv — Vw)dx + / (v —w)b.(v
Q

Q
< /UU})Q( w) Vv (Vv — Vw)dx

= /VvayEv— dx—/Avfyev— ) dx

ou v, (t fo s0' (s

Puisque

0<n~.(t)<e, VteR,

il s’en suit que

/ [—v Aw + wAv] 0. (v — w)dx < e.
Q

En remplagant cette derniére dans (3.11) on a

comme € — 0, donc

IR

1) _ )

v w

doncv<w. N

sur [v > w] et meas[v > w] =0,

Lemme 3.4 [1/Pour tout 0 < A < A le probléme (3.1) admet une solution minimale wy.
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Preuve: Soit vy 'unique solution positive du probléme suivant:

—Av =X ? dans
v=>0 sur 0f2

(3.12)

Ceci découle d’apres les résultats de [5].
D’aprés ce qui précede, on sait que (3.1) admet une solution u > 0 pour tout A € (0, A).
Comme —Awu > Au? ,on peut utiliser le lemme 3.3 avec w = u. On déduit que chaque solution
du probléme (3.1) doit satisfaire u > vy ol vy est une sous-solution de (3.1).

Utilisons l'itération monotone suivante:

_AunJrl = )\U% + UI;L

upg = Uy

avec up /" uy , et uy est une solution de (3.1) .
u) est une solution minimale. En effet ,si u est une solution du probléme (3.1), par construc-
tion, on a u > vy donc u est une sur-solution de (2.1) .Par conséquent u,, < u pour tout n € N

,par suite u) < u. W

Lemme 3.5 [1] Soit ) < ¥ ot 1) une sous solution et U une sur solution du probléme(3.1).Supposons
que Y n’est pas une solution. Soit u une solution minimale telle que v < u < W alors
v == M[-A —a(z)] > 0 ot a = a(z) = Aqu?t + puP~t et \i[-A — a(z)] est la premiére

valeur propre de —A — a(x) avec des conditions aux limites nulles sur 0.

Remarque 3.2 Le lemme 3.5 peut étre appliqué pour la solution minimale uy.

En particulier, la relation fQ(|V¢\2 —a¢?)dz >0, Vo € H avec

a=ay= )\quifl +pu§71.
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Ceci est vraie si et seulement si \{[—A — a(x)] > 0.Donc pour a = ay on a

/(|v¢>|2 —a)¢?)dz >0 VoeH . (3.13)
Q
Démontrons maitenant le résultat principal

Preuve: (La preuve du Théoréme 3.1):
D’apres le lemme 3.1, 3.2 et 3.4 , le probléme (3.1) admet une solution minimale u) pour
tout A € (0,A).

On a
A q+1 L p+1

D) = 3 ol = = laallfFd = =

On sait que uy est une solution du probléme (3.1), alors

lull3 = Ml I + lualfy (3.14)

D’apres le lemme 3.5 et la remarque 3.1 , on a
lualls = Alluall gy + lluallpfy - (3.15)

De (3.14) et (3.15) on obtient

ML= @) [lullZ57 = (0= 1) uallpiy - (3.16)
En remplagant (3.14) dans I(uy),on a

A 1
_ q+1 p+1 g+1 p+1
L(w) = 3 lullgrs + 5 lluallpys - ﬁ Juallgss — P lullpss

1 1 11

- A<g> lualleFd + (G2

— L) st
2(g+1) ol 2(p+ 1)

UAlpy1 -
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En utilisant (3.16) on obtient

In(uy) < A((p " 1—)p++(3 n 1))(1 ; 2y luall2t1 < 0.

Il nous reste & montrer que uy < uy, pour tout A < Aj.

En effet, si A < A alors uy, est une sur solution du probléme (3.1) .Comme ¢ > 0 assez petit

et e < uy, alors le probléme (3.1) posséde une solution v telle que
€pp S U S uy,

Or uy est la solution minimale du probléme (3.1) alors d’aprés le principe du maximum on

aura uy < uy,,0or A < A1 donc uy < uy,

D’ou la preuve du premier point.

Pour le deuxiéme point , soit A, une suite tel que A\, /' A, puisque les solutions w, = uy,

satisfont Iy, (u,) < 0. Donc, il exicte ¢ > 0 telle que

IVun|* < e,
Comme l'injection de Wol’Q(Q) — LPT1(Q) est continue, alors

+1
||UTLH£+1 <c.

L’espace WO1 2(Q) est réflexif, alors il existe u* telle que u,, — u* > 0 p.p.dans 2, fortement

dans LPT1(Q) et faiblement dans VVO1 2(€2) ainsi u* est une solution faible du probléme (3.1) pour
A=A

3. Pour A > A le probléme (3.1) n’admet pas de solutions. Ceci découle de la définition de
A N
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Conclusion

L’idée c’était d’exploiter certaines propriétés afin de trouver la solution recherchée , plus pré-
cisément on a montrer que si on peut trouver une sous- solution u et une sur-solution @ d’un

probléme aux limites bien particulier , et si de plus u < @ alors il existe une solution qui satisfait

I
IN
IS
IN
gl

Ce qui nous assure 'existence de solutions.

Pour le cas non ordonnée c’est-a-dire u S @, il faut d’autres hypoyheses.
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