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Introduction

Dans ce mémoire,on presente une étude spectrale de 'opérateur bi-laplacien sur une
variété compacte et sans bord . Le but est d’étudier le comportement quand ¢ tend vers

0 de la premiére valeur propre et fonction propre de 'opérateur :
eA*u+ c(z)u

Pour cela ,on suit le travail récemment obtenu dans [8] .

Le manuscrit est organisé comme suit . Dans le chapitre 1 , nous donnons les préliminaires.
Le chapitre 2 est consacré a l'analyse du comportement asymptotique de la premiére
valeur propre .Enfin , dans la derniére partie , nous établissons une estimation de I’erreur

d’approximation de la premiére valeur propre.



Chapitre 1
Préliminaire

Considérons un point P € V et un systéme de coordonnées géodésiques normales
(y*, 4%, ..., y™)centré en P, m est la dimension de la variété V.
Soit S (1) I'ensemble des points situés a la distance r de P (r<d le rayon d'injectivité)
et dQ 1’élément de Daire sur S,,_1 (1) la sphére de rayon 1 a (m-1)dimensions.

Posons :

G(r)= L /S()mcm.

Wm—1

Wm—1 €étant Paire de S,,_1 (1) et |g| le déterminant de la métrique.
Un développement limité de G (r) au voisinage de 0 donne:

Proposition 1.1 [1]:

4
G(r):1—£r2+ .

— [18AR+8R;:R” — 3R;:;,; R"* + 5R? %) .
6’ T 360m (m g 2) LA+ 8B R 451 40 (1)

Le développement limité de 1/|g| au voisinage de P est :

Proposition 1.2 [1]:

1 . 1. o 13 2 1 )
Vigl= 1_63179 ?J]_ERijky yjyk‘i‘@ _gRijkl - ERz’pz’qRiz T+ ng’ijl y'y'y"y' 4o (v*)



ot le tenseur de courbure ,celui de Ricci et ses dérivées sont a prendre en P.
Soit (M,g) une variété riemanniéne et (2, ¢) une carte locale de M .
Pour tout v € C? (M) et en tout point de 2 on a :

Proposition 1.3 [7]:

1 0 . Ou
Ajuy=——7+.— g —
ou les x; désignent les coordonnées associées a (S, ¢) et |g|désigne le déterminant de la
métrique.
Dans les coordonnées géodésiques polaires la partie radiale de A, s’écrit :

Proposition 1.4 [2]:

—-A

g = —rm—ll\/mar [rmfl.\/m.&n} .

Dans le systéme de coordonnée au point P, on a :
Proposition 1.5 [8]:
2
91 (P) = 635 + O (||2[gm) -
On a les estimations suivantes :

Proposition 1.6 [1]:
Wm

/ R”ylyde = -1 R.5ij.r2
S(r) m

avec R est la courbure scalaire et R;; le tenseur de Ricct.

et
/ Yy dQ = —wm_l&j.rQ.
5(r) m
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p et q étant deux réels positifs , posons p—q¢ > 1,

on note :
—+00
_ -p
Ig = /0 (1+t)" .tdt.

Alors

Proposition 1.7 [6]:

p—q—1
et
q+1 q + 1 q
Ly = mlpﬂ'



Chapitre 2

Comportement asymptotique de la

premiére valeur propre

Dans ce chapitre nous étudions sur une variété riemanniénne (V;,, g) compacte sans

bord et de métrique g le comportement de la premiere valeur propre de 'opérateur:
2 _
eAju + c(z)u = Au. (E)

lorsque le parametre £ devient petit.
La fonction ¢(z) est une fonction de classe C* et strictement positive .
Nous supposons que la dimension de la variété m > 3.

Plus précisement ,nous montrons le théoréeme suivant :

Théoréme 2.1

Soit Min c la valeur minimale de la fonction ¢ sur V on a
v

limA\, = Min c.
1%

e—0

ol A\ est la premiére valeur propre de 'opérateur : sAgu + c(x)u.



Preuve:

Soit la fonctionnelle

[ le |Aul? + c(z)u?] dv(g)'

I{u) = fV u?dv(g)

Considérons un systéme de coordonnées normales (y!, 42, ..., y™) géodésiques centrées en
P.

Soit S(r) 'ensemble des points situés a la distance r de P,(r < d rayon d’injectivité )et
dS) I’élément d’aire sur S,,—1(1) la sphére de rayon 1 & (m-1) dimensions.

Posons

alr) = / JIgld |
S(r)

Wm—1
Wm—1 étant Paire de S,,,—1(1) et |g| le déterminant de la métrique.
Un développement limité de G(r) en r = 0 donne

R
:1__2 4.
G(r) 6mr + o(r?)

Avec R égale a la courbure scalaire en P.
Soient P un point de V,,, (m > 2) et Bp(J) une boule fermée centrée en P de rayon
9 > 0.0n suppose que (0 < 2§ < d ou d est le rayon d’injectivité).

Maintenat, considérons la fonction

m—2 m—2
po2 w2
b ={ @HRTT (@) T sur B (0).
I
0 ailleurs.

Soit 7(r) une fonction C* égale a 1 sur Bp(d) et 0 sur V' — Bp(20).

Calculons les différents termes de la fonctionnelle

I, = 1(77%) |BP(5) .



et

Par conséquent

2 2
i
ILLQ + 67~ ].Og \/E/r:|

800, = (m = 22202 42y |

L’intégrale
2
A= [ jas, Pty
Bp(9)

s’écrit
A=+ 13+ 13,
ou
P me1
A _ 2 4 T R ) A
[1 mlu/()‘m(l_%r —{—0(7-)>d7a.
A J m+1 )
o (0rlo 1__7“ +o(r") | dr.
$= || G O lon VD ( ())
et

2 9 rm .
A_ 2 2 4
e —gﬂ /0 W&bg V19l (1 B %7“ + o(r )) dr.

Un calcul simple montre que lorsque p est assez proche de 0 , on aura :

2

R 1
A_ —
2 9m2 24 (1) .
et
R
=g o)



Par conséquent

Maintenant , calculons
On montre que
avec

5
IP = w,_ic (P)/ rm’lqﬁi (r)dr.
0

et

2m om

1)
8 = s (E L) R) / rGE (1) dr.
0

un calcul analogue montre que

ou
5 i 1 1 ’
J <_> :/ um_l m—2 2\ m=2 du
w) o 1) (1+0)%
et
Ac c¢(P)R
B P [ S —
Iy = <2mjL 6m )o(u).
Enfin
1)
B = wy_1c(P) ] (;) +o(p)



Maintenant , calculons

ou
k) m—2 m2—2 2
[].C’ :/ "”mil m—2 2 ILL m—2 d’r
N
et
IC _ R ’ m+1 /LmTfQ ILLTi2
T omo (22" (8 )

Ainsi , pour i est assez proche de 0 nous avons :

et
R
If=——
2 6m0 (1)
Alors
o
C = wmap®J <—) +o(p).
1
Maintenant , considérons la fonctionnelle suivante :
L,o=1(10,) |Br@s)-Bo(s) -
avec

Bp (0) est une boule fermée centrée en P de rayon 0 .
Bp (20) est une boule fermée centrée en P de rayon 24 .

On a

V(ne,) = %-cbﬁn-cb;(r)-
= M (r).¢, (r)+ M (r).¢,(r).

10



ou M (r) et My (r) sont des fonctions de classe C*°.

Ainsi

—-A (77%) = La [rm—lv (nqﬁ“)] + 0, log \/E.V (ngbu) .

pm—1 r

_ 22 oy [ M) L S—
r (r2_+_u2) 2 (§2+N2) 2

1 / 1 1
_‘2\42 r m—2 o +M1 T —2 m—2
()( )(T2+M2)7 ()((T2+M2)2 (52+M2) 2 )
() (m=2) g ~ =DM 0)
2y () (m —2) LTI g T
(r2+u2)2

1 1
M (1) - iz | M) (m—2)
[ (w+m>2 @uuaz)

Les quantités M; , M, (i = 1,2,3) sont bornées sur [0, ] .

r

1—m)r?+ p?

—|—(m—2)K2—m—|—M2(m—2)(

(r2+p2)% (r2+ p2) 2"

— 1 1
"‘ar log |g| [Ml < m—2 + m=2

(22T (374 g2)

Aprés un calcul simple et long , on obtient :

11

r

m
2

i



Lemme 2.1

/ 1A (n,)|" dv(g) = o ().
Bp(26)~Bp(5)

Preuve:

Ecrivons:
ne.) | dv(g ;.
/BP(%)—BP@) | ( ! Z

Avec les I; (i =1,...,29) sont les intégrales des termes de 1’expréssion ‘A (nqS )}

Faisons par exemple [;

2
1 1 1
ho= g -1 - o+ | (o).
Bp(25)-Bp(®) "\ (r? + u?) 2 (52 + MQ) 2
2
26 1 1
= "M (m—1)2wm_1/ 3 - + — | G(r)dr
5 (2 + ) T (84 p2)
m—2 28 m—2 m—2 m_ B
= cste ¢ =1 22—1— = (2 ) a m—2 ]ﬁj_ >Im 22_
(m — 2) (6% + p?) (02 +pu2) % 7 2
R m —2(20)™ m m R 2 m
- %an,;Jr . G T % 2
m m (6% + p?) (6% + p2) 2 m
+o (W) +o (') +o(um) )
= o(pn) , avec m>4.

De maniére analogue on montre que les autres intégrales

12




Par conséquent
2
/ 1A (ng,,)|" dv(g) = o).
Bp(20)—Bp(9)

Calculons maintenant

/ () (16,)” dv(g).
Bp(26)~Bp (6)

remarquons que

/ o(x) (n,) dvlg) < M ()@ dulg).
Bp(26)~Bp (6)

Bp(26)—Bp ()

avec M est une constante telle que n < M |

ou

2 » 1 2
= " Vi Q.
/Bp(26)—Bp(6) A2)gdvis) /5 /S(r) r ()¢, (1) Vgldrd

ey "t () dr - (e + <28 | " () dr
o (r)].

D’aprés [8] , on a :

- e (22

Maintenant , il est clair que

Ac  ¢(P)R\ [? Ac  c(P)RY T [* 5
(2—72+C(6W)1 >/§ rquzSi(r)dr _ (Q_WCL—’_C(GTEL )[/0 rmHgbfL(T)d?“—/o rm+1¢i(r)dr}.

= o(p).

13



Comme

» E =yt
/ 60 dolg) = e [ | G
Bp(20)—Bp(9) ) (r2 + pu?) 2 (52+ﬂ2) 2
2
26
1 1
= Wy / e mz — | dr
5 (r2 4+ pu?) = ((52 + M2)T
2
R (¥ 1 1
o P ey — | dr+o (T4)
6m Js (r24p2)" 2 (52+M2)T
= o(p).

Calculons

nous aurons

/ (16, (r))2dv (g) < M & () dolg).
Bp(26)—Bp(9) Bp(26)—Bp(9)

Finalement tenant compte des calculs précédents , nous aurons :

em?2(m—2)>2 F—1
D o <1m+2 +o (u)) +e(P)p?J(2) + o ()

I =
(77%) wm_1M2J(%) +o(p)
(P) em? (m — 2)% W1 IEJ:; 1

= C . X

202Wyn 1 112 (J(%) + O(M)>

2 —9 2 . ]%—1

= c(P)+i4a avec o = (m )5w 1 m2

" 2o 1J(Z) + oln)
En prenant
£ =P

14



Il découle que
m2 (m — 2)% w1 IEJ:;

I(ng,) =c(P)+a. &5 avec = 2wm,1J(§) o0

Lorsque € est assez petit , on a

Comme
A > ]\Jvm C.
Nous déduisons que
lii%)\s =¢(P) .

Remarques

La méme méthode peut étre appliquée a plusieurs opérateurs.
Exemple 2.1
Considérons 'opérateur suivant :

eA*u + b(x)Au + c(x)u = Mu. (2.1)

Ou b(zx) est une fonction de classe C* sur V.

Proposition 2.1
S’il existe P €V : b(P)=0 alors

lim A\, = ¢(P)

e—0

Preuve:

Dans le but d’établir le comportement de la premiére valeur propre de ’opérateur (2.1),nous

15



calculons chaque terme de la fonctionnelle suivante :

Sy [£18 0, [+ b(@)-A (1,) - (n6,) + c(2) (n6,)°] d(g)
Jy (16,)" dv(g) |

I (77¢M) =

Il nous reste & calculer

JCENCIAN = [ b0 A w0) - (16,) dio)

dv
+/Bp(25) Br(®) b(z)-A (19,) - (n6,,) dvlg)

nous avons que ¢, = 0 sur V' — Bp ()

D’ou
/ b(x).A (nqbu) . (n(bu) dv(g) = 0.
Bp(26)—Bp(5)
Ecrivons
b(z) = b(P) + (b(x) — b(P)) ,
b(z) —b(P)=0(1) pour tout x € Bp (0)
Alors

[ p0A o) (o) e = 0P +0) [ |9 (10,) i)

Bp(9)
= (0(P)+ O(1)) (c(m) + o(n))

ol ¢(m) est une constante qui dépend de la dimension m de la variété V .
Ainsi

2 2 71
em? (m — 2)" wm—11,2 4

. b(P) (c(m) + O (1))
2112Wpn—1 (J <%) + o(u)) )

wmpi?] (2) + 0 (n)

I (¢u) =

16



Prenons

et

Alors , quand € tend vers 0

I(¢.) = c(P)+0(1)

D’ou

liH(l) Ae =c(P).
|
Exemple 2.2

Considérons l'opérateur suivant :

eAu+c(x)u = A (x)u

avec h est une fonction de classe C*° sur 'V .

Sih=1 ([1)).
Sih # 1 alors

Proposition 1

Si h(P)>1 alors

111?%)\ —Mmc .
Preuve:
Soit la fonctionnelle suivante :
e [, |1Vul>dv (g) + [, c () u?dv (g)
I(u) = Th QC‘Z/ :
v (@) u?dv )

17



Prenons

ou

Rappelons que

et

Alors

Prenons

Donc

Pour ¢ assez petit

et comme |,

alors

Par conséquent

u=9,
m—2 m—2
p 2 oz
(r24p?) 2 (0%+u?) "2

surBp (9)

ailleurs

[ @ ) ig) = we(Pramat (2) +ol
[ 108 01 (0) = 1 (P)msd (2) +o0)
1(8,) = ec(m) +eo(u) N c(P)'

]\{/@'ncﬁke <c(P)+o(1).

18



Ainsi

lim)\, = Min c.
1%

e—0

Exemple 2.3
Considérons 'opérateur

eA®u+ c(x)u = \h (z)u.
avec h est une fonction de classe C*™ sur 'V .

Proposition 2.2
Si h(P)>1 alors

lim)\, = Minc
1%

e—0

Preuve:

Soit la fonctionnelle

Ly I B + (@) ] o)
[ b (z) u*dv (g)
Prenons
u="ne,
ou
W W B (s
g, =14 DT @ sur Bp (6)
0 ailleurs.
et
1 sur Bp(0).
77 _—

0 sur V — Bp(29).

Rappelons que :

m?2 (m — 2)? m_q
%Wm—l [Lﬁw + O(M)] -

s oo = [ 18 G0, o) =

19



d’autre part

et
[r@amae= [ n@ ey =P (5) o
Alors m
I (no,) - (P) em? (m—2)° wp_1 12,
" h(P) 2u* h(P) w1 J (%) + o0 (p)
Prenons
e=u" e W= es
Quand € — 0 , nous aurons
c(P)
I((bu) - h(P) +o(1)
Ainsi
: c(P)
]\4‘/@nc§ A < h(P) +o0(1)
h(P)=>1,
Alors
c(P)
A <e)

puisque ¢ est une fonction positive sur V.
D’ou

lim\, = Min c .
1%

e—0

20



Exemple 2.4

Considérons [’opérateur
eA*u +b(z) Au+ c(z)u = A (7) u.

S’il existe P € 'V telque

et

Alors on a le résultat suivant :

Proposition 2.3

limA, = M c.
e—0 14

Preuve:

De maniére équivalente , on montre que :

lim\, = Minc.
v

e—0

2.1 Concentration de la fonction propre principale:

Dans cette section , nous allons montrer que la premiére fonction propre posséde des

points de concentrations.

21



Concentration de la premiére fonction propre

Considérons 'opérateur
eN*u. + ¢ () ue = M. (2.2)

Soit
fv [5 |Au€]2 +c(z ) 2] dv (g)
Ji utdv (g ’

Ae =

ol u. est la premiére fonction propre normalisée associée a A, ([, uZdv (g) = 1)

Alors
A = 5/ |Au5|2dv(g)+/c(x)u§dv (9).
v v

> 5/|Au€|2dv(g)+Mm c.
v v

Par conséquent

0< 5/ |Au|® dv (9) < Ao — Min c.
v %

Donc

hm 5/ |Au.|? dv (g

Pour toute fonction ¢ € C? (V),multiplions I’équation (2.2) par (¢u.) et intégrons sur le

domaine V', nous aurons

[ At ) do o)+ [ eapitoan (o) =\ [ oo (o).

Calculons maintenant la quantité

I = 6/VA2U5- (du:) dv (g)

22



Nous avons

I = 5/A (Au,) . (¢ue) dv (g) .
ze/A (pu.)dv (g) .

= a/AuE Au..¢ +2Vu. Vo + u..A¢ldv (g) .

<

<

<

= 5/ |Auc|* .pdv ( )—FQS/‘/AUE.VUS.qudU (g)+E/Au5.u5.Aqbdv(g).

174
Soient
L= / A pdv (g).
1%
I, = 26/ Au. Vu..Vodv (g)
v
et
Iy=c / Au..u.Addv (g)
v
On obtient

Lemme 2.2

liml; =0 i =1,2,3

Preuve:

Commencons par calculer

I :5/‘/|Au€|2.q§dv ().

Comme ¢ est arbitraire dans C? (V) alors
M > 0 telle que Yr €V, ¢(x) <M

nous aurons

L < 5M/ AP dv (g).
1%

23



Ainsi

limhy =0 , Vo€ C? (V).

De méme

3] <

e [ Aucu..Apdv (g)‘
v

IN

5/V|Au€|.|u€|.|A¢|dv<g>

< 5.0/ A ] dv (g)
174

ou (' est une certaine constante positive.

De I'inégalité de Holder on a

&?C(/|Au5| do ( ) </]u€] dv ( )

5.0/ |Au.| dv (g)
v

|13

IN

IN

Quand ¢ tend vers 0, I3 tend vers 0
L’intégrale

I, = 25/ Au..Vu. Vodv (g)
v

est bornée comme suit
1 <2 [ [Bu].[Vu. 0] do (9
1%

En utilisant I'inégalité de Holder , on aura

L o< o2/ |Aua|2dv<g>)é.( / |Vu5|2'|v¢|2dv<g>)2
2gc</ A2 do ( ) (/ Va2 do ( >

IN

24



D’aprés une inégalité d’interpolation (voir [8])

pour tout 1 > 0 ,il existe une constante C' (1) telle que pour tout u. € Hz (V)

/]Vu5|2dv(g) < /\Au5| dv(g) +C(n /\ug\ dv (g
v

/\Au5| dv (g) + C ()

IN

or

A2 dv (g) < /V (D)2 do (g) + B /V Vuelfdo(g)  (voir [4]).

14

D’ou

Vil < 0| [@wtaw s [ Futao] o
o [ 180 dole) +8 [ [Fuldo o)+ C )

IA

Choisissons 1 de sorte que

N | —

nB <
Alors

[ vt avie) <n [ dufane) +5 [ 9o+

Ce qui donne

3 Vel av) <n [ Ao+

Donc

/ V2 dv (g) < 21 / Au?dv (g) + Ci
1% 1%

avec

C1=2C(n)

25



Alors

%.C (/V|Au8|2dv(g));. [27}/V|Au6|2dv(g)—l—01r

20 (5/V|Au€|2dv (g))é. [27)&/V|Au€]2dv (g)—i—sCl]

| 15|

IN

2

IA

d’ou
e—0

Par conséquent
lim/ =0
e—0

En passant a la limite , on obtient :

lim [ (c(x) — \.) guZdv (g) =0

e—0 v
Ainsi
/ <c - M’mc) puidv (g) = / (c — A+ A — Minc) puidv (g)
v v 1% v
= [ te=ryozivig)+ [ (n - Minc) ouzdo (o)
% % v
En passant a la limite , nous trouvons que :

lim <c - ]\{/@nc) puidv (g) =0 (2.3)

e—0 v

Soit u est la limite faible de u. quand ¢ tend vers 0 , alors la relation (2.3)implique:

Yoe CH (V) | / (c — ]V{/mc) puldv (g) =0
1%

et soit

H:{PGV/C(P):MVinc}

26



Remarquons que

mes (H) =0

Ce qui donne

/v ren (0= Mine) ant () + /H (= Minc) gudv (g) = 0

or
/ (c — Minc) pudv (g) =0
H \%4
Donc
/ (c - Minc) pudv (g) = 0
V NcH 14
Alors
/ puPdv (g) =0
V neH
car
e~ Mine>0 . surV 0°H
Posons

-
Il
—_

on déduit que

w=0 , surV\H

et par conséquent

u=0, surV\H

Proposition 2.4

la suite u. a un point de concentration quand € est assez petit.

27



Preuve:
Soit
e C(V) telle que : v |y

m

in): 0

ol V (Chyin) est un voisinage de ’ensemble des minimums de c.

Alors
lim/ Yuldv (g) =0 (2.4)
v

e—0

Si A est un sous-ensemble mesurable de V tel que AN Cpin = ¢, A est la fermeture de
A.
Appliquons (2.4) pour une fonction 1) , tel que suppy) = A avec ANCin =0 et p >1

sur A, nous obtenons:

e—0 e—0

lim/ Yuidv (g) = lim/ Yuidv (g) =0
1% A

et comme

nous déduisons que

lim [ w?dv(g) =0
e—=0 4

Proposition 2.5
Toute sous-suite {e,,n € N}convergente vers zéro,contient une sous-suite {e,,,k € N}
telle que les fonctions propres correspondantes ue, convergent vers une somme convere

de distributions de Dirac concentrées aux points minimum de c.

Preuve:

Supposons que
[ v =1
v

28



et considérons la décomposition suivante:
[ ontav )= 32 / (P))+ o(P)udv o) + [ sudv (9)
B — U Bp(5)

PeChy P(9) Ped
La relation (2.5) implique que :

| eta@-or) ¥ / dv(g) = Y /B P)) u2dv (g)

PGC min Pecmll’l

2
+/ s duzdv (g) (2.6)

PeC,

min

(2.5)

min

Par la continuité de ¢ , étant donné unn > 0, il exiteun 6 () > 0, tel que |¢ (z) — ¢ (P)| <7
si x € Bp(d(n))
Soit

N =Card Cpin

Alors

— & (P)) u’dv <N
p3 /B oy 0P )| <N

La relation (2.3) implique que

/ ouldv (9) = 0
_P U Bp((s)

Aprés un choix d’une sous-suite de {&,,n € N}, notée {gn, n € N}

On peut supposer que les limites nhm J, ouZ dv(g), hm f Bp(6(n ugndv (g), exis-
tent ,(P € Ciin)

La relation (2.6) implique aprés passage & une sous-suite que

lim
n—-+4o0o

/V o2 dv (g) — & (P) < N 2.7)

S / a2 dv (g)
o JBeGo)

Pe

29



2

Maintenant , montrons que lim || Bp(s) Uz,

n—-+o0o

dv (g) mne dépend pas de ¢ .
Soient d1,09 tel que 1 < 0o

on a

/ u? dv(g) = / u? dv(g) + / uz, dv (g)
Bp(52) BP(él) BP(52)7BP(61)

La relation (2.3) implique que

lim u? dv(g) =0
N0 J Bp(d2)—~Bp(61)

ainsi

lim uZ dv(g) = vp,

n=to0 Jpo (5m)

La relation (2.6) implique que

V>0 . | lim [ guldv(g)— Y 6(p)ve| <Ny
4 Pecmin
et par suite
Jdim [ guZ du(g)= ) o()rp (2.8)
v Pecmin

Comme ¢ € C (V) est arbitraire , (2.8) montre que la suite des mesures u? dv (g) con-
verge faiblement (dans le sens de mesure ) vers la mesure > yp 0p

PeChin
Si on applique la formule (2.8) a la fonction constante 1 ;nous obtenons

ZVPZl

Pecmin

Proposition 2.6

supu. diwerge vers l'infini quand € — 0.
1%
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Preuve:
Puisque

us — 0 quand € — 0

Alors
<l > = < 0, 0> ,YpeC(V)

c’est -a-dire

/ue.godv(g)—>0 ,Vpe C (V)
%

En particulier pour ¢ =1, nous aurons

/usdv(g)—>0 , quand ¢ — 0
v

Supposons que

lim M, existe
e—0

avec

M, = supu,
1%

Alors
nl = / uldv (g) < Ms./ uedv (g)
\% Vv

Comme le second membre tend vers zéro , on obtient une contradiction
D’ou

supu. — +00
v e—0

Par conséquent , la fonction u. & un point de concentration quand ¢ — 0. m

31



Chapitre 3

Erreur d’approximation

Notre but est de montrer que la premiére valeur propre de 'opérateur (E) satisfait

I'inégalité suivante :

Théoréme 3.1

La premiére valeur propre \. de l'opérateur (E) satisfait l'inégalité suivante:
Il existe A >0 J\ivmc <A < ]\Jvz'nc +Ae+o <5a17+a42+a3>

ou

A= A54+AZRZC”L8 + Z\/_ ZRZC“

Preuve:

Pour tout u dans H2Z(V) , on sait que la valeur propre vérifie

2
\ - fv[é? | Al 2—1— cu?|dv(g)
ueH3 (V)—{0} Jy u*dv(g)

Soit

u = e,
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ou
22
b. = (e—Zui% _ efﬁ),

1 sur Np(p)
0 sur V — Np(2p)

’]’]:

avec Np (p) est la composante connexe de I'ensemble {X / SovVia? < p} qui contient
i=1
0, ou p est pris petit tel que Np (p) inclue dans Bp (9) .

Prenons m = 3 , calculons les termes suivants :

3
1 0 N 0
A, = - (Vaeigg?) 2
I Vdet gijzlaxi 9-9 Oz
ou
z 2
97 (P) =6+ O (2] 3s) -
et ,
/ RZCZ] 3
detg:l—z 6 iz + O ([[2]3) -
ij=1
Nous avons
det — 11— Riclle i Ri012$ Ty — Ricl3x . RiCle o Rj022m2
V 9 = 6 1 g ‘itz G ‘its 5 L1t L
Ric Ric Ric Ric
- 623332x3— 631:171933— 632:E2$3— 33 §_|_O(||J;||3I’%3)

On en déduit que

”i—_laiz< detgyﬁ)% _ %( detgg“)%""aixl( detg.glz)%

0 O,
+8_:L'1 ( det g 913) 8i$3 to ( det g 921) %
+8il'2 ( det g 922) % + T ( det g 923) aixg
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or

97 = 85+ O (|ll3s)

3
0 i\ 9 _ 9 [ Jiete NN A B/ e 23] 9
”22181‘1 ( det g.g ) = o [ detg(l—i—O(HazHRg))} s + e [ detg.O(HxHRg)] o

Ox;
a [ 2 a 6? 9 8
+8_a:1 _\/ det .0 (Hx”P&)} 8_553 + 8_1:2 [\/ det g.O (”-THR?))] (9_551
| 2 g 0 / 2 0
+a_l’2 _\/ det g. (1 + 0 (||33||R3))] 8_:E2 + 3_902 [ det g.0O (HQL’HR?,)} 8_3;3
i _\/ 2 0 0 / 2 0
+8_a:3 i detg.O (Hl'“RS)} 8_1'1 + 8_563 [ detg.O (|‘$HR3)] (9_552
o 1 2 0
5 [Vdetg. (140 (E™)] oo

Donc
”Z?’:laii (Vatss?) ‘9%‘ B 6’%1 (Mﬁiml) + 5= (0 (lelk)) 5
o (O (Iele)) e + e (0 (Iol)) 5
# (0 (lelfe)) 5o+ e Vota )
22 (0 (Iole)) g+ o (O (1)) e
22 (0 (150)) g+ o (0 (o) o
+a% <mai) + ai (O (Il1%s)) 5~
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Ny N (19, 0 o(ne.)\ . 0 a (no.)
> 5, (Vaeta?) o, (9331( deto— )*a@(Vdew O )
0 [ ~——0ne.) .

Sur Np (p) on a
n=1

il découle que

9 9 e
Vgt @afi:m(_“l e 5 )

= ¢ i=1 [—/lel + E/Llecnx‘;’ + gulRZCuﬂ?%@

1 . 1 . 1 .
+6/L1RZC13$%ZE3 + éulecmx%a:g + Eulecmxlxg

. . 1 .

+6M1RZC23$1$2$3 + 6M1R2031[L’%l’3 + 6u1R1032x1x2x3
1 .

+6M131033$1$§ +0 (||x||}§3)}

Alors

3 42

8 (‘3 e —ZM% 1 .
Y (\/ det g (19 )) = e = {—/h + (,U15U1)2 + §H1R10111’%

1 . 1 _ 1 )
+§M1chlgx1x2 + g,LLlRZCngCl.I’g + glezcmxlxg

1 , 1 , 1 .
+6,U/1R2022$§ + 6M1R2C235L’2$3 + g,ulRZCglIll’g

1 . 1 .
+6M1R2032$2I3 + 6,LL1RZ033.73§ +0 (H$||3) .
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De maniére équivalente nous calculons le deuxiéme et le troisiéme terme , nous aurons :

3 2
8 8 e —Zﬂi% 1 . 1 .
- | Vdet QM = ¢ =1 — iy + (Ho2)” + Zpip Ricnn @} + —pig Ricipmy s
6%’2 81'2 6 3

7|
3
w
7N
a
@]
o+
N}
Q
QD/\
S
Rl
o
S—
N——
I

Donc

A (né.)

, 1 : 1 . 1 :
+6M2R2613£L’1I3 + g,uQRZCQlZL’lJIg + §M2R2022$§ + gﬁ@RZCQgJIgZE;;

1 , 1 : 1 .
+6M2ch31xla:3 + §u2R2032x2x3 + 6u2R2033x§ +0 (||1;||3)

3 2
S 1 ) 1 .
e =1 ? [—Mz + (M3$3)2 + 6N3R3011$% + 6“3R2012x1x2

1 , 1 , 1 . 1 .
+§M3chl3x1x3 + 6M3R2021x1x2 + E,MSchsz% + §p3R2023a:2x3

1 _ 1 . 1 .
+§M3R2031x1:p3 + §M3R2032x2x3 + §M3R2033m§ +0 (||x||3)

P 3 1 1
e 2
det { Z,ul + Z piri)* + Ricyy ( P+ ¢H2 + 6#3) +

, 1 1 1 , 1 1 1
+Ricio7122 <§u1 - FH2 - 6u3> + Ricizr3 (§M1 + gl + 5#3)
. 1 1 1 1 1 1
+Ricy1 2172 <§u1 + g,ug + 6“ > + RZC22$2 <6/~b1 + 2#2 + 6M3>
, 1 1 1 . 1 1 1
+Rico3r073 (6”1 + FH + gug) + Ricg1w1703 (gm + g + gﬂz)
+ Ric3ox923 <éu + %,ug + %/@) + Rz‘033m§ (ém + é#z + %N:z) +0 (Hng)} :
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d’ou

/V 1A (76, do(g)

Nous avons

avec

par conséquent

Ainsi

/V A (16.) 2 dv(g) =

[ 1800 et gdedaadas
1%

_Zy’z i

3 3
/NP( | detg (Z:U’z) - 221% lzzl le’z

1
+2chnx1 (ul + ,u2 + 3M3) + - R@clzmm <M1 + g + 2#3)

1 1
+§R1013x1x3 <,u1 + SH2 + ,ug) 3RZCQ1$1$2 (M1 + Ho + 2#3)

1. 1 1. 1
+§R2622$g (g,ul + py + —N3> + gRZCle’QZEg <§[L1 + g + Mg)

1

. 1
‘|‘§RZC31$1£L’3 i+ /LQ + s

3 RZCngEQ.’L'g (2

Hy T+ g + M3)

2

1
Lt ugwg)}w ol }dxld:czdxg

1
""Rngg.ﬁC% (

Vdetg=1—A

3 .
Ric;;
A=Y Z(ic]mixj—i-O(HxHP’)

3,j=1

1 o i RiCij 3
\/m—l—kz 5 vz + O (||z|°)

1,7=1

3

*iuﬁ 3
/ e = (Zu) - ZZMZ [Z i)’
Npe(p) i=1 i=1

, 1 1 1 . 1
+_R1011$1 (:U’l + 3N2 + 3M3) + §R1012$1$2 (Ml + gy + §,u3)

: 1 1. 1
+§Rwl3$1$3 (Ml T gh2 T Ms) + gRZCZLTllQ (ul + g+ 5#3)
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1 (1 1 1 1
+§sz29€2 ght e+ |+ 531023952333 oH g + g

1 . 1 1_. 1
—|—§ch311:13:3 py + ot +pg |+ gRZC32$2$3 ot + o + g

1 . 1 1
+§RZ033$§ (g,ul + g/JQ + /L3>:| +0 (Hx”3) } dxlddigdl’g.

Maintenant , calculons chaque terme de

[ iamera
Npy(p)

Commencons par [,

3 2 I S
L= (> m / e & duydwads
i=1 Np(p)
3 2 3 2
= Zwiviy
= Z“i / e (izl \/lT) dridxodrs
i=1 NP(p)

posons

Donc

3 2 3
_sz dZ,L'
L = ui) / e =1 .
(; B(0.42) VHi

3 2 3
1 s .
/h') ﬁ (7) ( pour € assez petit, )
1
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Un calcul analogue donne et pour ¢ assez petit les formules suivantes

3 3 3 pa?
L = _QZM/ Z(Pn’xz‘)2€ =0 da
e Np(p) =1

3
1 1 . Z i
I3 = —E fi | g+ Spe + Sl RZCH/ ate = e dwldm?dw?’
i—1 3 3 Np(p)

3

72 Ric 1 1
. _ 2 11 - p— .
= o (ul + ks + 3u3) ;u

3 3
2 1 . =3 wid
I, = ——Zﬂi p + pg + g | Ricio r1r2e =1 dryduadrs
3 i—1 2 Np(p)
3
m 1 RZC12
23 1 —233#-9:2
Iy = __ZNZ' (#1 + o +M3) 32'013/ rizze =1 dridradrs
3 i1 2 Np(p)
3
T 1 Ricys
= == (m+op )
\/;< LT 12\/umgz
23 1 *iu-wz
Is = __ZNZ' (Ml + o + —,u3) Ricm/ T1Tpe =1 "daydzydues
3 i1 2 NP( )

p 1 Rico
= _\/;<M1+N2+ M3> 12 —ZNZ
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1
I = _Z/%< Hy + plg + 3M3) RiC22/JV wye i . dxldx?dm?’

P(p)

1 RiCQQ T2
= _Zlh H1+N2+3M3 Ta

. —iuimf
= ——Zul ,u1+,u2+u3 RZCQg/ Toxze =1 dxidrodrs
Np(p)
3
T 1 RiCQg
:———N+#+M>— oy
\/;<2 ' 2 ’ 12\/#2,“3;
2 1 > o
Iy = _‘Zﬂi (Nl + St +M3) RiC3l/ zyzze = drydaydas
3 i=1 2 NP( )
3
T 1 Rics;
= /= |\ M1+ Sl T >
\/;< P2t 12\/um32
3
. —Zlﬁiw?
[10 — ——ZILLZ ,Uq + J + s RZCgQ ToTge =1 da:ld:chxg
Np(p)
) 3
T (1 Ricsy
= =y /= |zttt I +M>— My
\/;<2 ! 2 ’ 12\/,“2#3;
3
. 2 __Z“zw?
L, = —ZH@ M1+ M2+N3 Ricss zze =t dridradrs
Np(p)

. 3
- 25 :ul /’L2 H3 16#3 \/ﬁ
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Pour l'intégrale I;5 , nous aurons la formule suivante

Il2

IA

IN

IN

IA

IA

3
2
— + —) d21d22d23

M Sy 22 2 22\°
o / e i=1 " <—1 —+ 2 —+ —3) d21d22d23
Vi B(O,%) My Moo M3

2
2
2 e 2 e _ o EG 2
+ zfe “idz e “2dzy zge *3dz3
Hit3 Jo 0 0

p p
2 EC EG 2 e 2
+ e “idz zge *2(zy zge *3dz3
Halts Jo 0
p P

P

1 Ve _ o e _ e e .2

+— e “1dz e 2dzy z§e 3z
K3 Jo 0 0

Calculons chaque terme de cette derniére expression:

41
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25 - Z}lz?

3
24 -3 22

_?ée i=1

H3

le de ng



Commencons par I , ou

L[ % . [F
]ik - _2/ i dz / 6_22d22/ e “3dzs
K1 0
< _2/ 1d2’1/ —2]. / a3d23 (Oéi >0 ; — 1’273)
H1 0
1 QL@ 1 4%/5 1 4%@
< _ e3] . —2170(2 ) 21*043
< i o 1 N I—az 1 P 1-as
T ls —0415 4&1 1y \ Ve 1—ag \Ve
p7—(a1+a2+a3)
< .
N M% (5—a1)(1—a2) (1—a3) gw
< p7*(a1+a2+a3) c - 1 -
o (a1 +oaotaz) "\ V _ = —
(5—a1)(1—a2)(1—as) g rpEtaal Ty wo\

p7_(a1+a2+a3) (oqtagtaz)—3

MG —ar)(1l—a)(1- 043)5 ! avec ay + ag + az >

(agtagtag)—3
= 0\¢& 4

Un calcul similair nous donne les estimations suivantes :

2 f % 4L
Ve - Ve Ve o o2
_[5 g / 2 Zldzl/ 22 Z2dZ2/ e Z3dz3
M1k Jo 0 0

(agtastagz)—3
= o0|¢ 4

<k

£ p

1 kG 2 B 9 )

[g - 3 e “lidz z;le *2dzy e Fdzy
K2 Jo 0 0

(o tagtaz)—3
= o\l¢& 4

<k

P p
2 [ 2 = ,
L= e dzy e 2dz zie Fdzy
H1ft3 Jo 0 0

(a1 tagtaz)—3
- O<€ 4 )
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De méme facon on trouve que
(g tagtag)—3
I; = I = o (=75

Finalement

W

et
(A1 A2As)*

3
(a ag+tag)—
ez 3) avec (ai>0,i:1,2,3 et Zai24>

i=1

Ly = —(I*+I*+ A1) =
\/_

(L4 I+ .+ 1Y)

Maintenant , on va reprendre les mémes calculs sur Np (2p) — Np (p)

calculons

/ 1A (0. do (9
Np(2p)—Np(p)

Rappelons que

A=Y (awigg) L
g \/detgihj:l@xi 997 ) oz

J

avec
¢ = =0;+ 0O <||9U||R3)
et
3 Ric;; 3
Vdetg=1-— Z 5 Yai2j 4 O (||2] 5s)
ij=1
Calculons

9 N 919, 9 a(no.) 0 (19.)
”2218951< detg.g) oz, = 8_1;1<\/detg' > O, —l—a—2< detg.gm) ot
0 0
o (Vaerg) S 0 (o)
0 (ne.)\ .| @ (n6.)
- a_xl(vd“g o, >+ (Ve )
6

+- 2 (Jdetg 0 (|l
81’3 R3
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ou

Donc

o(ns.) _ (

z2 . .
;ui% _ i on RZCn an 2 Ricyy On -
or, 6 Om ! 6 Or,
RZCKJ,@ T — Rngl @x Ty — RiCQQ @xz _ RiCQg ﬁx -
6 Ox T1 s 6 8331 1 6 (9.1'1 2 6 891,‘1 278
_Rici“@m _ Ricy @x " Ricss @12 ﬁ@ (ES)
6 Or, "0 6 0z 0 6 O ° 0Om e
3 22
53“17 Ricqy 3 Ricqo 9 RZClg 9
—Hi€ nry — 6 nTy — nNTyxLa — NTT3
RiCzl 2 RiCQQ 2 RZCQ RiC31 2
76 nrixTe — 6 nrixTy — NTr1Tox3 — nri1x;3
Ric Ric
_ 632nx1x2x3 — 337]x1x§ +0 (||x||;§3) :
d (ng.) —Tw *n Ricip ) On
< = 2 _
0xy T o 0x? et 3 8xlxl
1 0 1 0
_6 R'LClQ + RZCQl> a—::ll‘g — 6 (RZClg + RZCgl) 8—7711‘3
4 RZCH 82 R’LCH :1:2 . RiCQQ 82 RiCQQ
Hin— 022 o 1) 6 012 6
R 1C33 8 7] RZC33 2
+ ( 6 axl :ul 6 n ‘7:3
4 RZClg 82 R’LCQl 62 R’iclg 1 RiCQl
1T
6 8x1 6 012 H1 3 T 3 1) T122
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4 _Riclg 82?7 _ RiC31 827] 1 Riclg 4 RiC31 .

6 012 6 o022 Mg i)
RiCQg 8277 RiC32 827] Ri023 RngQ 3
(-2 5 - R T 4 ) 2y + O (el

{82 Ricyy 87] _ Rien 0?n ,  Ricyy On

2\f
N9 T T3 am T 6 02t T 6 om
_ Ricr 0%n Ricis On chlg 9%n Ricy On

6 82:61"’32_ 6 om0 6 821:1"’33_ 6 Onp >
_ Ricy 0%n Ricyy 0%n o Ricy 9%n Ricsy On

6 9227 "6 022 6 @mﬂ?’_ 6 Or "
R’ngl 8277 Rngg 8277 Rngg 62 (“ ” )

——— T3 — ——— —— X3 — ——— ——
6 0227 6 922777 6 0x?

D’une maniére équivalente , nous aurons

—H27
21T 922 6
RiCQQ) 87”]

I
™
RS
o

0
(RZClg + RZCQl) a_lle

o (V52 )

|- cnl»—k [N

1 0
3 8—2$2 — 8 (RZCQg + RZng) 8—7721}3

RiCQQ 8 n R’iCQQ
u2R2011n> 2+<— G 8$§+ug 5 i x%

N\
DO
=
IS

Rici1—

-5 (i
3
0%n
Ricsgs— — p Ricggn> T
< 3 2 3
Riclg 8277 . RiCQl 8277 Riclg RiCQl
6 012 6 o2 1273
_Ri013 827] . Rngl 827'] n Ri613 Rngl
6 912 6 o122 1273
RiCQg 827’] RngQ 82’['/ Ri023 RngQ 3
- - 0
6 92 6 on2 TFag Nty ) wrst (=]")
9*n  Rici1 0*°n 5  Ricy 877 0%n
NG i)
— {(9% 6 0217 6 \ Mo, o
Ricys 0%n RZC21 on N 9%n
— 1T — x 1%
6 0l 6 Yoy ! ang
Ricyy on , 01 Ricys on 9%n
_ 9 — i}
6 < 2 0x t T 0x? 6 3 Oxs + 22T O3
Ricsy 0’n  Ricsy on 9%n Ricss ,0%n 3
6 fL‘ll‘gaaj% — 6 X3 + 5521'38:1:% 6 ga 2 + 0 (HxH )

+

Ve N YR

+

|
S
w
3
N—— —0

&

._.
&

)

+
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et

0 0 (77¢e) _iélﬂi% 82"7 1 677
8_1‘3 (\/ detg 81’3 = e — M3 + 8_$§ - 6 (RZClg + RZCgl) 8—1‘31’1

1, . , on Ricsz\ On
— (R R — 79— | 2 —
5 (Ricos + Ricss) axgmg ( g + 3 > &ngg,

_ RiCll 82 2 RiCQQ 82
6 83:3 — M3l 6 8:63 — K37

Ri033(977 9 R’ngg 2
—( 6 8—33?)’4‘#3774‘#3 5 )7

RiC12 827] RiCQl 827] RiClg 1 R?:021

( 6 0a2 I 922 M3 Hs g 77) 12
Rici30°n  Rics 0%n Ricys Ricsy
( 6 o2 6 0 THyT g s 77) 173
. . . .
( Rlen 0 Tew 24 2020 4,020y 0 ()
0*n  Rici1 0*°n ,  Riciz 0°n Ricis (02
[axg 6 o' 6 o3 T 6 (a_ i a_>

_ Ricy 0? 0. RZ022 9?1 ,  Ricys on 0%
6 022 %" "6 oz g‘r 6 \"

Rics; 8 n on Ricsy [ On 0%n
— —2T1T3+ —T1 | — — | =— T2+ 7%21’3

6 8 2 8x3 6 81’3 0 %
Ricgs (0°n , on 3
G <8m§x3+28x3x3 +O(||x|| ) )

Par conséquent

s = (3 () () () e

0y 0y
3 2
2 Hi g
=
2 2 2
T [OZO + 11 + Qe + 33 + 0T + a5T; + QT3 + Q1T + AgT1T3 + QT2
et g
3
+O ([|l=*)]

avec

3 3 oo
ay = —ZHN? + Z@
=1 i1 i
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a = <_2M1 B 8.’171

Qg = ——

Ainsi

A (n6.)|”

D

- = (Riclg + RiCQl) ~ — = (Riclg + Rngl) -

RiCH ﬁ 1 677 1 87]
8x1 6 8372 6 8.733

) ) — — (2 — — = (Ricyz + Ricgy) —
(R’lclg + RZCQl) aml ( Ho + 3 ) 81’2 6( 23 32) 81’3
1 on 1, , an Ricsz\ On
_ Lo oyonp 1 o, oan
Q3 6 (RZClg + RZCgl) axl 6 (RZCQg + RZng) axQ Hs + 3 61’3
. 3
Ric 0?1
= piin — = | Do = 1 (B + g+ i)
i=1 "
. 3
Ric 0%n
Qs = u%n - 622 o2 1 (k1 + 3o + 13)
i=1 "
3
Ric 0%n
Qg = #377 - 633 o2 n (k1 + po + 2p13)
i=1 "1
3
1, . , 9?n
ar=-5 (Ricia + Ricyr) (ZW =1 (20 + 25 + M3>>
i=1 1
1 5 9%
ag = —— (Rici3 + Rics) 5 — 1 (20 + po + 2p3)
6 — 0r;
1, . , 9%n
a9 = —¢ (Ricos + Ricsy) ( 902 (11 + 209 + 2/~63>>
i=1 "t
ed—t {ag + 20 (alxl + Qaxy + 3x3 + 0443:% + 04595% -+ 046:U§ + Q7r1X9 + QgT1T3
ety
+agrom3) + 323 + 20171 (oTo + a3x3) + 373 + 200037973 + aaws + O (||:17||3)}
¢ Tot {ag + 2090171 + 200009 + 209033 + (2a0a4 + Oz%) x%
et g

+ (2a0a5 + ozg) T3+ (2a0a6 + ozg) 73 + 2 (par + aran) 117,

+2 (g + agas) T3 + 2 (povg + aza3) voxs + O (H:U||3)}
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Alors

i=1
e
/ A (U¢a)|2 dv(g) = / “deta {O‘g + 20000171 4 200000272 4 2000033
Np(20)~Np(p) Np(2p)-Np(p) et g
+ (2a0a4 + ozf) xf + (2a0a5 + ag) x% + (2a0a6 + a%) m§
+2 (ovr + ) 122 + 2 (s + aqa3) 123

+2 (apag + azas) xow3 + O (||xH3)} v det gdxdradrs.

Comme précédement , nous avons

Vdetg=1—A

avec
3 RZC 3
A= Z 5 inxj—l—O(H.rH )
ij=1
Donc
L _ L i aro(ep)
Vdetg 1—A
D’ou
3
- > wa? Ric Ric Ric
/ APty = | R e =
Np(2p)—Np(p) Np(2p)—Np(p) 6 6 6
Ri Ri Ri Ri
26021$1$2+ Z(),C”x% ZGC23$2$3+ 2631$1$3

+R2'6032x2%3 n Ri6033x§ 1O (HxH;g)} }

X {ag + 2ap1 21 + 20000009 + 200933 + (2a0a4 + a%) a:f
+ (20005 + 03) x5 + (20006 + 03) 23 + 2 (apar + aras) T12
+2 (apag + aqaz) 13 + 2 (g + aza3) Toms

+0 (||a:||3)} dxidzradrs.
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Nous obtenons

/ TR
Np(20)—Np(p)

- Z pix?
/ i1
Np(2p)— Np(p

RZng

+

6

+ (a7 + 20000 +

(a6 + —|— —

2
[Oéo + 20500(1.1’1 + 20500(2.1’2 + 20500(31’3

Ric
ag) x% + (oq—) + a% + Tmag) x%

2\ o
0) T3

R 1C12 RiCQl
6 (2) + Tag T1T2

RZClg 2

Ric
+ (ag + 20103 + + —?’lag) T123

6 0T g

Ri R
—ag+ Zg”a%) rozs + O (|2]°) | de1dsdes

+ (Oég —+ 2042043 -+

Proposition 3.1

ajtastagz—4
/ A (o) du(g) = O (™55
Np(20)~Np (p)

Preuve:

Calculons chaque terme de

/ A (n6,)[ do(g)
Np(20)—Np (p)

Calculons par exemple /; ou

- Zlm
[1 = / € -
Np(20)—Np(p)

_ szz 3 3 3277 2
=1
= e - ;M + -~ dﬂ?ldxgdl‘g
/Np(zp)Np<p) ( ; ;ax? )
7'23:1#1.1‘72, 3 2
/ e —ZuiMl%—Mg dridzodrs
Np(2p)—Np(p)

=1

aodazldxgdxg

IN
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avec My, My sont des constantes positives

Alors
3 2
’El”l
Il S _ZMiMl + M2 / € d$1d$2d.%’3
i=1 Np(2p)—Np(p)

2 = T/l alors  dz; = \/pdx;

Posons

nous aurons

( Zﬂle + M2>

3
52
I / e =1 d21d22d23
7/’ 0 P
21; 5211)
( > piMy + M2> 2 % 2
< =1 / T e Ady /SZ e dz, /5ZI e % dzs
T T T
cd e4 4
( ZM%Ml - M2) |: 1 l—Oc1:| s%fp |: 1 l—a2:| 527; |: 1 1—043:| 527%)
z |2 |2
el ed 4
3 2
(_Zlli i M2> (1-an) (1-a2) (1map) _ gy £
i= 9(l=a1) _ 1) (9(1-a2) _ 1) (9(—as) _ 1)
\/ﬁ<1_a1)(1_a2)(1_a3)( )( )( ) SM
3 2
(_Zlli + M2> (2(17011) — 1) (2(1—a2) — 1) (2(1,%) — 1) pi-(artartas) o3
< = :
- (1 — 051) (1 — 012) (1 — 043) g% ()\1)\2)\3>i
avec
[N
i = 1= 1; 27 3
g
Ainsi
3 2
(<t 20a) (e ) 1m0 1) (g0 1) i
=1 (agtastas)
L < 1 < 7
(1 — 041) (1 — 062) (1 — 043) ()\1)\2)\3)Z
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3 2 3 2 3
<_ZN¢M1 + M2> = (Zﬂz) M — 2M1M2Z'ui + M;
— i=1

i1
= (g + pg + M3)2 M7} — 2My Mo (py + pg + pg) + M;

2
_ <\/A_1+\/\/§+\/A_3) M12_2M1M2\//\_1+\/\/§+\/)\_3+M22

) ) )’
(VM + VA2 +VA;) M3_2M1M2\/A_1+\/\/¥+\/A_3+
19 £

M;

Par conséquent

PP Vit Vet [WAT VR V)
(1 — Oél) (1 — Oég) (]. — 063) (/\1/\2)\3)Z €
Lo YVt Vs e st
NG
<

9l—ar _ 1) (21—a2 _ 1) (21-a3 _ 1 3—(a1taz+az) 2 O o0 v ) —
( ) ( ) ( )p ; {( N+ g+ /—)\3> Mf.ew

(1 — Oél) (1 — 042) (]. — 043) (/\1)\2)\3)

—2M, M, <\/__|_ \/__|_ \/_> (a1+a2+a3) 2 +M225%]

Pour ¢ assez petit , nous obtenons que

(a1toagtaz)—4 (a1 tagtaz)—2 ajtagtas
L, = O(s 4 )—I—O(s 1 )+O<5 4 )

(g +agtagz)—4

D’une maniére analogue , nous calculons les autres intégrales et nous trouverons

i=2..,11

(g +agtag)—4
]i =0 <€ 4 )

et comme

A (ng.)[* du(g I;
/Np(2p)Np(p) Z

o1



alors
ajtag+tagz)—4 >
4

(
/ A (o) do(g) = O (=
Np(2p)—Np(p)

/ A (né) P dulg) = / A (n6,)|? dulg) + / 1A (n6.)[ do(g)
v Np(p) Np(2p)—Np(p)
= [1+Ig++[12+0<5%>

3 3 . )
T2 Ricyy 1 1 Ricyy (1 1
= — | — + = + = + T e

Rngg 1 i 1 n
16 U3 3:”1 3:u2 H3
\/7Z {chlg ( +1u+u>+ﬂ(ﬂ+ﬂ+1/~b)
12 /i, 1ot s ) g e (T e T ol
| _Rics Ricos <1M by +#>+ Ricsy (1 1# +/L>
12/ \2 720 12 2 M3
_ficsy (1 aytagtag (ogtaytag)—1
+12 T (§M1+#2+#3)]+0< )+O<g T )
Ainsi
@ o : B RSCSRY
el = € no:)|" dv(g
fNP(p) (n(bs)Z dv(g) + fNP(Q,O)—NP(p) (ﬁ¢€)2 dU(g) Np(p)

re [ Bo)P i)+ [ et + [ c(10.)* dolg)
Np(2p)—Np(p) Np(p) Np(2p)—Np(p)
1 [y + oy + i
RZC“ \/> + O (6 252 ) =1 16M1 ' 3 ? 3 ’
3 .
RZCQQ 1 1 RZng 1
SZui 60, <3u1+u2+ 3u3) Zm o, u1+ Sha + 1y

. 3 .
RZClg 1 RZCI2 1
5;/% 127 TiTt, (Hl + oH2 + Mz) 5;Hi12ﬂ_ i, My + po + oHs3

Vi |

R’iCQg 1 RiC31 1 1
5;/%’127T Tiolls (2H1 + py + M3) 5;“1'1271_ T o1 + o2 + pg



3

Z 127?20;2”3 (%:U’l + Ho + Ns) +c(P) + % Z (/\z‘ —c(P) Rg%) )\i
( ) L0 ( (a1+a2+a3) 4) L0 <8a1+a42+043>] .
w3 RlC11(\/_+\/_+\/_)(3\/_+\/_+\/_)%

Qo) =

48 (A2dp)s)

e 5 +o. ()

_ch22(\/_+\/_+\/_)(\/_+3\/_+\/_)g
18 (X))

_Ri033(\/>\_1+\/>\_2+\/_)(\/_+\/—+3\/_)g
48 ()\3)\2/\3)
RZCIQ(\/_+\/_+\/_)(2\/_+2\/_+¢_)§
24w ()\1/\2/\3)

Ricis (V21 + Ve V) @V + V0 +2V0) s
24w ()\1/\2)\3)

Ricss (V&1 + V22 + V) (VAL + 2V + 2V
247 VAL

Ricy (V1 + Ve 1) (VA + 2V +2Vs)

5
— g1

247 )\1)\2)\3)

+c(P) (1 - ZRZC“ ) + 52\/5# O (5++)]
=1 =1

i

retver) (1320 2] 05 v vo ()

,;:.

,;:.

,;:.

3
T2

3

_ Ricyy [ e

R NG
1=

avec

T S
_ Ricyy (VA + VA + V) (VAL 43V + V)
48 (A2 Aohs)
_ Ricgs (VM + VA +VAs) (VAL VA2 +3VA)
48 (ABAohs)
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RZC12(\/_+\/_+\/_)(2\/_—|—2\/_—|—\/_)

24 ()\1/\2)\3)
chlg(\/_+\/_+\/_)(2\/_+\/_+2¢_)
24 (A /\2)\3)
_ Ricgy (VA + VA +VA3) (VAL 2V +20/)
247 (MAads)?
A : 1g 1 ap tayta
5 ei+4c(P)+ 52 eAi. 3 +0 (8%>
L= 2255 /5 = L= 2255 /5

=1

()
(P >+A54+AZRZC“[5 ¥ Z SW ZHZRK’“\[
()

D’ou
Q(ng.) = =
3
= T2
+0
3
frg 7'('2
+0
3
= 7T2
ou
A=
]

(P AVERO ()

Al +AZRM”L’€ . Z\/— ZRZC”
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