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0.1 Introduction

Dans les dix derniéres années, Bernard Roynette, Pierre Vallois et Marc Yor se
sont intéressés au probléme de pénalisation des trajectoires du mouvement brow-
nien. Dans une série de travaux ils ont étudié le comportement asymptotique des
quantités :

E.(1p, F)
Ex(Ft)

lorsque t — 00, ou F' = (F});>0 est un processus adapté vérifiant

0 < E,(F,) < oo,

ou F, est I'espérance mathématique par rapport a la mesure de Wiener P,. Ils ont
établit plusieurs résultats pour des exemples particuliers de processus F' = (F}):>o,
dans chaque cas ils montrent l'existence d'une mesure de probabilité limite notée
QL vérifant

: Ex[]‘rsFt] _ F
Vs Z O,VFS S .7:57 tl}—l-moo m = Qm (Fs)

Utilisant des propriétés fines du mouvement brownien ainsi que le calcul stochas-
tique, ils ont montré que la mesure limite QI est localement absolument continue
par rapport a la mesure de Wiener F,, dans le sens ou

dQr 7,

= MF.
dP, 7, t

Vit >0,

ot M = M¥ = (M]');>0 est une martingale continue.

Dans ce mémoire nous traitons trois cas de pénalisation :

L Fy = o(S).
9 Ft _ w(Xt)e)\ 1—X¢t).
3.F,=ht (Lt>1{Xt>0} + h_(Lt)l{Xt<0}’

ot X = (Xi)i>0 est un mouvement brownien, S = (S)i>0 est le processus de son
supremum unilatéral et L = (L¢)i>0 est le processus du temps local associé au
mouvement brownien.



Nous développons dans ce mémoire les résultats de I’article :

B. Roynette, P. Vallois et M. Yor; Limiting laws associated with brownien motion
perturbed by its mazximum, minimum and local time, 11 Studia Sci. Math. Hungar.

43(3)(2006), 295 — 360.

Le premier chapitre est consacré aux rappels des principales propriétés du mou-
vement brownien. Nous y montrons en particulier la propriété de Markov pour le
mouvement brownien, nous donnons aussi les principales propriétés du temps d’at-
teinte ainsi que les densités de probabilité de quelques variables aléatoires associées
au mouvement brownien. Nous terminons ce chapitre par rappeler la formule d’Ito
pour les fonctions de classe C? ainsi que le théoréme de Girsanov pour le changement
de probabilité.

Dans le deuxiéme chapitre nous commencons par rappeler les martingales d’Azéma-
Yor et les martingales de Kennedy qui apparaitront d’une maniére naturelle comme
densité de Radon-Nykodim de la mesure limite par rapport a la mesure de Wiener.
Nous exposons ensuite le premier résultat de pénalisation qui traite le cas

Ft = SO(St%

ol S; = SUPy<,<; Xu €t ¢ une fonction borélienne et intégrable. La derniére partie
de ce chapitre est cansacrée au deuxiéme résultat de pénalisation qui traite le cas

Fy = (X)X,

ol ¥ est une fonction boréliénne satisfaisant une condition d’intégrabilité.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude du probléme de pénalisation :

F, = h+(Lt>1{Xt>0} + h_(Lt)l{Xz<0}'

ot L = (L¢)i>0 est le processus du temps local associé au mouvement brownien et
h*,h~ sont des fonction boréliénnes, bornées et vérifiant une condition d’intégrabi-
lité. Nous commencons par introduire le processus du temps local L = (L;);>0 et
nous donnons ces principales propriétés. Nous montrons en particulier le théoréme
de Lévy qui donne l'egalité en loi des processus

{(1 X4, S¢);t > 0} et {(St — X4, Ly);t > 0}

nous établissons enfin le troisiéme résultat de pénalisation en donnant pour ce cas
aussi la martingale densité.
Pourquoi le terme pénalisation Prenons z = 0 et notons B, par P, (), par

Q, Qo par Q, et Ey par E.



Posons

1
(u) = El[o’b](u>, b> 0.
Sur (92, F, P), le processus canonique X = (X;);>0 est donc un mouvement

Brownien standard, en particulier

Y (limsup X; = +o0) = 1,
too

alnsi

(sup X; = +o00) = 1.

t>0

D’autre part, pour 0 < u <t, on a

{Su S b} eucta



par suite

Par conséquent, pour tout u > 0 :
(Su < b) =lmQ,(S, <b) =1.
D’ou

(sup Xy < b) = 1.

>0

Ainsi la variable aléatoire

sup X;
=0

est (Q-presque stirement bornée alors qu’elle vaut +oo
P-presque stirement.



Chapitre 1

Le but de ce premier chapitre est d’éxposer les notions de base utilisées le long
de ce mémoire. Nous commencons par définir : le processus stochastique, le mouve-
ment brownien, le processus de Markov, les martingales....Nous rappelons aussi les
principaux théorémes de calcul stochastique utilisés dans ce travail.

1.1 Processus stochastique

Un processus stochastique est un phénomeéne qui évolue dans le temps d’une ma-
niére aléatoire. La vie quotidienne et la science nous donnent beaucoup d’exemples
de ce genre de phénoméne, ou en tout cas des phénoménes qui peuvent étre com-
pris de cette fagon. La météo; la population d'une ville; le nombre de personnes
dans une file d’attente et la position d’une particule de pollen dans un fluide, sont
des exemples de processus stochastiques. Ce dernier fut étudié pour la premiére fois
par le botaniste Robert Brown en 1827 et recu le nom de mouvement brownien. Il
joue un role fondamental dans la théorie des processus aléatoires, un peu comme la
distribution gaussienne dans la théorie des probabilités.

En 1920, N. Wiener donne une définition mathématique du mouvement brow-
nien. Il étudie en particulier ses trajectoires qui sont continues mais nulle part dif-
férentiables (@ aucun moment la vitesse ne peut étre définie car les changements de
direction sont trop rapides).

Dans les années quarantes, K. [t6 développa un calcul différentiel spécifique au
mouvement brownien : le calcul stochastique.

Dans toute la suite, on considére un espace de probabilité (Q, F, P) supposé
complet de plus nous adaptons les définitions et les notations suivants :

Définition 1.1.1 Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires
{Xi,t € R} définie sur un espace de probabilité (2, F, P), et a valeurs dans un
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espace mesurable (E,E).
Dans la plus part des cas étudiés dans ce mémoire, l’espace (E,E) sera (IR, BRr)

ou (IR", Bgrn).

- Une filtration est une famille (F;,t € IR,) de sous-tribus de F telle que Fs C
Fi,Vt > s > 0. Par convention, on pose Fo, = V;>¢ F¢ (= la plus petite tribu
contenant toutes les F;). On pose aussi F;, = Nyo; Fs-

- Une filtratoin F' = (F;)s>0 est dite cad(pour "continue a droite”) si
Fi = Fiy pour tout t > 0.

- Un processus (X¢)i>o est adapté a Fy sion a: X; est Fr-mesurable V¢ > 0.

- La filtration naturelle d’un processus (X;,t € IRy ) notée par F;*, est définie par
FX =0(X,,0<s<t).

Définitions 1.1.2
Soit X;;t € IR un processus stochastique ;

1. Pour(0 < s < t, les variables aléatoires X;— X, sont appelées des accroissements
du processus (X¢)i>o.

2. Un processus {Xy;t € IRy} est a accroissements indépendants si pour toute
suite 0 < t1 < ... < t,, les variables aléatoires Xy, X, — Xoyy ooy Xy, — Xt
sont indépendantes.

3. Un processus {X;;t € IRy} est _a accroissements stastionnaires si, la distri-
bution de la variable X, s — X; ne dépend pas de t. En d’autre termes pour
tout t > 0,h >0, la loi de Xi1p, — X} est égale a la loiv de X — X,.

4. Un processus {Xy;t € IR, } est gaussien si, pour tous 0 < t; < ... < tp,,
(X4, Xty ooy Xy, ) est un vecteur gaussien a valeurs dans IR".

Définition 1.1.3 Un processus {Xi;t € IRy} est a trajectoires continues si

P({w € Q : lapplication t — X;(w) est continue}) = 1.

A présent, on introduit le premier exemple de processus stochastique : le mou-
vement brownien.



1.2 Le mouvement brownien

Définition 1.2.1 Un processus stochastique {By;t € IR, } est un mouvement
brownien standard s’il vérifie :

i) Bo=0 P.p.s;

ii){By;t € IRy }est a accroissements indépendants,

iii) VO < s < t, la variable aléatoire By — By suit une loi normale N'(0,t — s).

iv) P.p.s Uapplication t — By est continue.
Proposition 1.2.2 Dans la définition précédente, on peut remplacer les proprietés

i1) et iii) par :

i )Vt > 0, B, — N(0,1),
iii W0 < s < t, B; — B, et By sont indépendants

Ou bien :

i (Bi)i>0 est un processus gaussien, continu et centré
iii" \Vs,t € Ry, cov(By, By) = E[B,B] = s A t.

Définition 1.2.3 Soit x € IR, on appelle mouvement brownien issu de x, tout pro-
cessus {By;t € IR, } tel que {B;—x;t € IR} soit un mouvement brownien standard.

Proposition 1.2.4 Soit B = {By;t € IR} un mouvement brownien, alors
a) Symétrie Le processus (—B) = {—By;t € IR, }, est un mouvement brownien.

b) Propriété de Markov simple Pour tout s > 0, le processus

(B =B, — B;jt e R,}, (1.1)

est un mouvement brownien indépendant de o(B,,u < s) ;

c¢) Changement d’échelle Si X > 0, et si B} = %B,\zt,t > 0 alors le processus
B* = (B})>0 est un mouvement brownien.




PREUVE DE LA PROPOSITION .
a) Symétrie.
i) —By=0 P ps.
i7") on a (—B;) a le méme loi que By, en effet : By — N(0,t), donc —B; est
symétrique, ainsi —B; ) By, alors —B; ~ N(0,t).
i1i") Vs, t € IR; cov((—By)(—Bs)) = E[(—By)(—Bs)] = E[BiBs] =t A s.
iv) L’application t — — B, est P p.s continue.
et d’apres la définition(1.2.1) la proposition(1.2.2), (—B) est un mouve-
ment brownien.
b) Propriété de Markov simple.
Soit s > 0, alors
i) BS) = B,— B, =0 P ps,
i) ¥Vt > 0, B! suit une loi normale N(0, t),
iii) Si u < v, alors B(®) — B et B{*) sont indépendants, en effet :
Vs > 0, et pour u < v, Bff) — Bq()s) = Byis — Bs — Byys + Bs = Byis —
Bys. Puisque s < u+ s < v+ s, alors By;s — Byys et Byis + Bs sont
indépendants.

iv) Les deux applications s — By, et s — —B, P p.s. sont continues donc
I’application ¢t — By, — B l'est aussi.
c¢) Changement d’échelle. Soit A > 0, on a
i) By =5By=0 P ps.
ii") 1l est clair que (B;');>0 est un processus gaussien, continu et centré.
i1i") Vt,s € IRy

1 1
cov(B), B)) = COU(XB)\ZS,XB)\%)

1
= ﬁcov(B/\Qs, By2y)
1
= E(A%S A )\2t)
= SAL.
iv) L’application ¢ — B} est continue P p.s.

Dot B = (B});>0 est un mouvement brownien. ¢

La mesure de Wiener.

Soit C'(IR+, IR) l'espace des fonctions continues de IR, dans IR. On munit cet
espace de la tribu C qui est la plus petite tribu rendant mesurables les applications
coordonnées w — w(t) pour tout t € IR,
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Définition 1.2.5 Soit {B;;t € IR} un mouvement brownien standard, défini sur
(Q,F, P). La mesure de Wiener est la mesure de probabilité Py sur C(IR, IR) dé-
finie comme la mesure-image de P par [’appliction

X Q - C(ZR-H]R)

W = (Bt(w))telm

Remarque 1.2.6

L’application x est mesurable : il suffit de voir que la composée de x avec chacune des
applications coordonnées w — w; est mesurable, cette composée donne les v.a.B;.
La mesure de probabilité P, est déterminée de maniére unique, indépendamment
du choix du mouvement brownien B = {B;;t € IR.} : autrement dit tous les
mouvements browniens issu de 0 ont la méme loi, qui est la mesure de Wiener.
Si x € IR, on note aussi P, la mesure-image de P, par la translation w —
x + w(c’est la loi du mouvement brownien issu de z).

Construction canonique du mouvement brownien. Elle consiste a prendre
comme espace de probabilité 2 = C'(IR,, IR) muni de la tribu C et la probabilité Fy.
On définit alors pour tout ¢ > 0,

Bi(w) = w(t),Vw € Q.

L’espace (2 = C(IRy, IR), (w(t))i>0, (Ft)i>0, Fo), s’appelle espace canonique, et la
famille des trajectoires {w(t);t € IRy} est un mouvement brownien stantard.

Dans la suite on suppose donner un espace de probabilité filtré (2, F, (F;)i>0, P)

1.3 Martingale a temps continue

Dans ce paragraphe on introduit un outil important dans la théorie des processus
aléatoires a savoir : les martingales, on commence par rappeler les définitions de base,
puis on rappelle les propriétés utilisées dans ce mémoire.

Définition 1.3.1 Une variable aléatoire T & valeurs dans [0, 00] est un temps d’arrét
par rapport (Fi)i>o8i

Vt> 0, {T <t} € F. (1.2)

11



Exemple 1.3.2

1-) Le premier exemple de temps d’arrét est le temps d’arrét constant i.e T' = ¢,
en effet : Sit > 0{7T <t} ={c <t}
_ 0eF Sl't <c (1.3)
Qe F sit>c

2-) Deux exemples importants de temps d’arrét sont Le temps d’entrée et le temps
de rencontre, commencgons par donner leur définitions

Définition 1.3.3 (Temps d’entrée) Soit F' un fermé de IR, et soit X =
{Xy;t > 0} un processus stochastique continue et adapté a un filtration (Fi)i>o,
temps d’entrée Tp est défini par

o~

e

TF = 1nf{t Z O,Xt € F}

Définition 1.3.4 (Temps de rencontre) Soit O un ouvert de IR, et soit X =
{X4;t > 0} un processus stochastique continue et adapté a une filtration (F;)i>o, le
temps de rencontre To est définie par

TO = inf{t Z O,Xt S O}

Proposition 1.3.5 Soient F,O un fermé et un ouvert de IR, alors

1. Le temps d’entré Tr est un temps d’arrét par rapport & (Fi)i>o.

2. Le temps de rencontre To est un temps d’arrét par rapport a (Fi+ )i>o-

PREUVE DE LA PROPOSITION .

1. Montrons que Tr est un temps d’arrét par rapport a (F)i>o-

Soit t >0, Tp(w) <t < dsel0,t],tel que X; € F
< Js € [0,¢], tel que d(Xs(w), F) =0
& mf d(Xs( ), F') =0.

12



On sait que
reF & dx F)=0,

et puisque les applications t — X;(w) et x — d(z, F) sont continues, alors on

’ inf]d(XS(w),F): inf d(Xs(w), F).

se0,t s€[0,t]NQ
Ainsi

Vi >0,{Tr <t} ={ inf d(Xs(w),F)=0}.

s€[0,t]NQ
L’application w — infsejg yng d(Xs(w), F') est F,— mesurable, donc

V>0, { inf d(X,(w),F)=0}¢eF.

S€[0,¢]NQ
D’ou
vt > 0,{Tp <t} € F,

donc Tr est un temps d’arrét.

2. Montrons que Ty est un temps d’arrét par rapport a (Fi+)i>o 1.6 :

\V/tZO,{TO <t} e F;.
Soient w € 2, t > 0.

Tow)<tedsel0,t]/ Xs €0
c’est a dire
To(w) <te3dse0,t]NQ/ Xs(w) € O.

Ainsi

(Tow)<t}= |J {X.€0}

s€[0,¢]NQ
Puisque, {X, € O} € F, C Fy; alors

(To(w) <t} € F, Vs > L.

Donc Ty est un temps d’arrét. o
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Définition 1.3.6 (Temps d’atteinte) Soient {B;,t > 0} un mouvement brow-
nien standard et a € IR, on définit le Temps d’atteinte T,, par

T,=inf{t >0: B, = a}.

Une application directe de la derniére proposition donne :

Proposition 1.3.7 Pour tout a € IR, le temps d’atteinte T, est un temps d’arrét.

Définition 1.3.8 (Processus arrété) Soient X = (X;);>0 un processus, T un
temps d’arrét, le processus X1 = (XI)is0 = (Xiar)i>0 est appelé le processus arrété.

Passons maintenant, a la notion de martingale.

Définition 1.3.9 Soient (Fy;t > 0) une filtration, et M = {M;;t > 0} un processus
adapté tel que E[|M;]] < oo , pour chaque t € IR, alors

a)On dit que M est une (Fi)i>o-martingale si
Vo < s <t, E[M,;/Fs] = M, P.p.s,

b) On dit que M est une (F;)i>o-sous-martingale si

V0 <s<t, M, < E[M,/F], Pp.s
¢) On dit que M est une (F;)i>0- surmartingale si

V0 < s <t, Mg > E[M,;/F], Pp.s

Exemple 1.3.10

1. (By)>0 est une martingale par rapport a sa filtration naturelle (FP,t € IR,).
i) Rappellons d’abord que pour tout ¢ > 0, B; < N(0,t), ainsi

+oo 42
BBl = [ Fe “Hdy

= /_0 =t 2tdy+/
- \/7/+Ooe2tdy
= -]

= — < Q.
s

2
e yTtdy

0

14



i) Vt > s >0, o0na

E[B,/FP| = E[B,— B,/F?) + E[B,/F?]
= E[Bt _Bs] +Bs
B;.

2. {B? —t;t > 0} est une martingale, en effet : Soient 0 < s < ¢,

E[B?/F,) = E[B?+2B.(B,— B,) + (B, — B,)*/F,]
= B?+2B,E[B, — B,/F,] + E[(B, — Bs)*/F]
= B24+0+(t—s),
car B; — B, est indépendant de F,, E[B; — B,] = 0 et E[(B; — Bs)?| =t — s.
Ainsi, Vt > s, E[B} —t/Fs| = B? — s.

Définitions 1.3.11 Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique

1) On dit que X = (X;)i>0 est uniformémént intégrable si :

lim Sup/ | X¢|dP = 0.
(1X¢[>a)

2) Sip>1, on dit que X = (X})i>0 est borné dans LP si :

sup E[| X;|"] < 0.
>0

Théoréme 1.3.12 Un processus X = (Xi)i>0 est uniformément intégrable si et
seulement st

a. X = (X;)i>0 est borné dans L.
b. Ve > 0,3a. > 0 tel que : si A € F; avec P(A) < a. alors

sup [ |XidP < e.
t>0 JA

15



Proposition 1.3.13 Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique :
1) Sl existe v.a.r Z > 0 avec Z € L et | Xy| < Z, YVt >0, alors X = (X;)1>0 est
uniformément intégrable.
2) Soit g : IRT — IRY tel que :

ii) sup, Elg(|X¢])] < oo.

Alors, X = (X)i>0 est uniformément intégrable.

Théoréme 1.3.14 (Martingale arrété) Soient M = (M;)i>o une martingale, T
un temps d’arrét, alors le processus M7 est encore une martingale.

Théoréme 1.3.15 (Décomposition de Doob) Soit {M;;t € R, } une
(Fi)—sous-martingale continue. Alors il existe un unique processus {A;t € IRy}
croissant, continu et adapté, tel que Ag = 0 et {My—Ay;t € IR, } soit une martingale.

Maintenant, nous passons au probléme de convergences des martingales. Nous
citerons en particulier des théorémes qui caractérisent convergences L' et P.p.s.

Théoréme 1.3.16 (Théoréme de convergence de Doob) Soit M = (M;)i>o
une sous-martingale continue et bornée dans L' (i.e. sup E[|My|] < oo). Alors il
existe une variable aléatoire réelle My, € L' telle qu’on ait

Mt —t—+o0 MOO Pps

Corollaire 1.3.17 Si M = (M;)>0 est une sous-martingale continue , négative, (resp :une

surmartingale continue, positive) alors, il existe une (v.a.r) My € L' telle que
Mt —t—+o00 MOO PpS

Définition 1.3.18 (Martingale fermée) Une martingale continue {My;t € IR}
est dite fermée, s’il existe une variable aléatoire M., € L*(P), telle que

YVt >0, My = E[My/F].
Théoréme 1.3.19 Soit M = (M,);>0 une martingale continue, alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :
i) M = (M;);>o converge P.p.s et dans L' vers M, P.p.s.
ii) La famille { My, t € IRy} est uniformément intégrable.
iii) M = (My)i>o est fermée par M.
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1.4 Processus de Markov

Dans ce paragraphe, nous abordons une notion importante dans la théorie de
processus stochastique : le processus de Markov, nous y montrons en particulier que
le mouvement brownien est un processus de Markov ainsi que le processus (B, St).
Commengons par définir le tribu des événements antérieurs a 7.

Définition 1.4.1 Soit T un temps d’arrét. La tribu des événement antérieurs a T'
est définie par
Fr={AeF ¥t >0,AN{T <t} € F}.

Définition 1.4.2 Un Processus de Markov est un Processus stochastique {X;,t >
0}, tel que pour toute fonction f : IR — IR borélienne et bornée

o A = A(f) est une fonction borélienne.

Pour montrer que le mouvement brownien est un processus de Markov, nous
avons besoin du résultat suivant :

Proposition 1.4.3 Soient B une sous-tribu de F, Y ( resp.X ) une variable aléatoire
B—mesurable (resp. indépendante de B). Alors, pour toute fonction mesurable h :
R’ — R,

EIh(Y, X)/B] = 6(Y), Pp. s (15)
ot ¢(t) = E(h(t, X)).

PREUVE DE LA PROPOSITION . Soient h une fonction mesurable bornée, Z € B et
Z >0.0na

oy) = [ hly.2)fx(a)dr,
et

E[Zh(Y, X)) = ///zh(y,x)fyjz(y,z)fX(x)dxdzdy
= [AA[ ([ by 2 fx(@)dz) oy, 2)yld

= [ 20 frzly. 2)dyd
= BlZo(V);
d'ott ¢(t) = E[h(t, X)]. o
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Proposition 1.4.4 Le mouvement brownien est un processus de Markov.

PREUVE DE LA PROPOSITION .
On sait que Vt > s >0, (B; — Bs) L B, (i.e Vt > s > 0, E[(B; — Bs)Bs] = 0).

On a aussi B, est FZ—mesurable, et d’aprés la proposition(1.4.3), nous avons
E[f(Bi/F?] = Blf (B, — B, — B.)/F’] = ¢(B,) Pp.s,
ou ¢(y) = E[f(B; — Bs + y)] , de méme maniére on montre que
E[f(B1)/Bs] = ¢(Bs) Pp.s.

h A Z S Z 07 E[f(Bt/Bs] = E[f(Bt - Bs - BS)/BS] = ¢(Bs) P'p'87

et donc la propriété de Markov est démontrée. ¢

Remarque 1.4.5

- Dorénavant, on note le mazimum unilatéral du mouvement brownien (By)i>o par
- Le couple (By, Sy) est un processus de Markov, en effet : Y0 <t <'s, on a
E[f(Bta St)/Fs] = E[f(Bt - Bs + 357 Ss \% Bs + 0<Slili‘,) (Bu+s - Bs))/‘/rs]

= E[f(-ét—s + Bsa Ss Vv Bs + gt—s)/‘/rs];

ou
Bt—s =B, — B et St—s = sup (Bu+s - Bs)7

0<u<t—s

sont indépendants de Fs. Donc d’aprés(1.4.3), on aura

E[f(Bta St)/:'rs] = 6(357 Ss);

ol

O(,y) = E[f(Bis + z,y V (x + Si))].

Le théoréme suivant étend la propriété de Markov simple (1.1)au cas ot l'instant
déterministe s est remplacé par un temps d’arrét 7.
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Théoréme 1.4.6 (Propriété de Markov forte ) (voir [6]) Soient T un temps
d’arrét, tel que P(T < o0o) > 0. Alors conditionnellement a {T" < oo}, le processus
BT définie par

Bt(T) = Bryt— Br
est un mouvement brownien indépendant de Fr.
De facon équivalente, la propriété s’énonce : conditionnellement a Br = x, le
processus (Br.is)s>o, est indépendant de Fr et a pour loi P,.

Une conséquence importante de la propriété de Markov forte est le résultat sui-
vant qui donne en particulier la loi de \S; = supy<,<; Bu

Proposition 1.4.7 (Principe de réflexion) Soient t € IRy, (a,b) € IR*, avec
b>0eta<b. Alors on a,

Vt>O,P[Sth,XtSCL]:P[XtZZb—a], (16)
En particulier, S; a méme loi que |By].

PREUVE DE LA PROPOSITION . En appliquant la propriété de Markov forte au

temps d’arrét
T, = inf{t > 0, B; = b}. (1.7)

On sait que T, < co p.s. En suite,

PlS;>b,B; <a] = [T, <t,B: < aj

T, <t,By—b<a-—1
[Tbgt,Bt—BTbga—b]
[

P[T, < t, BT <a—b);

P
P
P

ou
x™ =B, — Br, = B, —b.

Notons B") par B', de sorte que d’aprés le théoréme précédent, le processus B’
est un mouvement brownien indépendant de Fp, donc en particulier de 7;. Comme
B" a méme loi que —B’, le couple (T}, B') a aussi méme loi que (73, B'). Posons
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H={(s,w) € Ry x C(R;+,R);s <t,w(t—s)<a-—b}.
Alors

P[T, <t,B™)] = P[(T),B') € H]

parce que 'événement {B; > 2b — a} est contenu dans {7}, < t}, en effet : soient
a>0etb<a,soit we {B; > 2b—a} alors

Bi(w)>2b—a=b+(b—a) > b= S(w) > b= Ty(w) <t.

Pour la deuxiéme assertion on observe que
P[StZG]ZP[StZCL,BtZCL]:P[StZCL,BtS(I]ZQP[BtZCL]:PHBt’ Za]
Ainsi, Va > 0
P[S; = a] = P[|By| = d],
Donc
vt > 0,8, 2 |B,.

Telle que la notation : @ signifie : "sont égales en distribution”. De plus : la densité

de S; est égale a
2 a2
vVt > 0, fgt ($) = 76_27 1[0,+Oo[($). O
T

Le corollaire suivant montre I’égalité en lois des variables aléatoires S;, |By|, et
| B;| pour tout t € IR,

Corollaire 1.4.8

w0, S 2BIE VB (19)
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PREUVE DU COROLLAIRE . On a déja montré la premiére égalité dans la propoti-
tion (1.4.7).
Pour la deuxiéme, on a

2
e’%tdy

« 1
Va > 0, P[|Btyga]:/_\/ﬁ

En faisant le changement de variable [z = %], on trouve

22
2

P[|By| <a] = ez dz

a

“\
Sl
ﬁ -
)

Vit
a
= Pl|B] < —
| 1|_\/¥]
= P[ViBy| <],
ainsi
Va >0, P[|By| < a] = PVi|B| < al.
Donc

vt > 0,18 2 VB o

Remarque 1.4.9 Le temps d’arrét T, est P.p.s finie, en effet :
Soit t > 0 et supposons que a >0, on a

P[T, =400 = lim P[T,>t] = lim P[S; <d]
t—-+o0 t—-+o0
= i Pl <
= Jim [ i)

im [ e %d
= 1m e 2dx
t—+oo /—oo \/ 27t

lim /\/% 1 e_édx
t—tooJo /21
0.

Ainsi
P[T, < +o<] = 1.

de méme si a < 0.
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Au chapitre 2 nous aurons besoin aussi de la densité du couple (Sy, By) :

Corollaire 1.4.10 On a pourt > 0,a <betb >0, le couple (S;, By) a pour densité
la fonction f(s, B,y définie par

2(2b — a) (2b — a)?
b — ———}dadb 1.10
sz Bt) ( a) \/W 61}]?{ 9 } a ( )
PREUVE DU COROLLAIRE . D’aprés la proposition (1.4.7), on a
[e¢) 1 42
PIB, <a.S, > bl = P[B, > 2b— :/ 5 0 e dy. 111
[ t S a, 0 =2 ] [ - a] ha \/2_7Tte 2t Lip>0,a<b} QY ( )

Puisque pour tout b > 0,a < b nous avons
P(Btga) :P(Bt Sa,St <b)+P<Bt S&,St 2[))

donc
Fis,py(b,a) = P(B; < a) — P(B; < a,S; > b).

Avec le changement de variable suivant :[u = 5], (1.11) devient
“+oo 1 W2 J
e zdu
21:/7{1 \/%

—1—¢@$ﬁx

P(BtSG,Sth) =

ou ¢ est la f.r d’'une gaussienne.

Donc
fomlb.a) = -1 (- o)
B d;ljlb [d’(%\/;a)
= wlal 7]
- Ll

2b\/—¥ a)}

— e 2t )
V2T Vit

2(2b —a) _@-?

— ‘¢ 2t

tv2mt
2(2b —a) _ev-a?
= R —— 2t .

V23
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Ainsi, la densité du couple (S;, By), est

2(2b —a)
V27t3

2b — a)?
(Qt)}l{b>07a<b}. <& (112)

exp{—

Proposition 1.4.11 Pour tout a € IR, et suivant la mesure de Wiener P,, la den-
sitée de T, est
|z —ad]

PREUVE DE LA PROPOSITION . Commencons d’abord par calculer la densité par
rapport a la mesure de Wiener Fy. Soit ¢ > 0, on distingue deux cas :

1" cas:a >0

Fr,(t) = Rl <t
= B[S; > d
= 2P0[Bt Z CL]

2 400 _ﬁd
fr e 2tqux.
V27t -/a

On fait le changement de variable [z = v/tu], on trouve

w2

Fr,(t ~ 7 du.

2 +00
=l
D’ou a
W))’

avec ¢y est la fonction répartition de la gaussienne N(0.1), donc

Fr,(t) =2(1 — ¢u(

d

frt) = S Fn()

- GPu-a)
- 2%

= Tt Hore(t):
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29" cas :a <0

Frt) = BT, <1
= PO[St > Cl]
= 2P[B; > q
= 2R[-B; < —a]
= 2P[B; < —aq]

2 —a 7ﬁd
fy e 2tqu
v 2t /—oo

On fait le changement de variable [z = v/tu], on trouve

2 Ti _u?
Fr,(t) = \/%/o: e~ 2 du,

d’ou 4
Fr,(t) = 24251(%),
donc
fr(t) = SFn()
d —a
= ch[2¢l(ﬂ)]

Ainsi, pour a quelconque, on a

fr.(t) = —

Pour terminer, la densité de T, suivant P,, se calcule en faisant appel a la re-
marque suivante

P.[B; € Al = By[(B; + x) € A],
ol A est un événement de F, ainsi, si a € IR, et x € IR, alors Vi > 0
Fr(t) = PRI, <t
= P,[S; > df
= 2P,[B; > d]
= 2P[B;+ 1z > al

24



Pour le comportement asymtotique de P,(Ty > t) on a :

Proposition 1.4.12 Pour x > 0, on a

Py[Ty > 1] ~iioe /22, (1.14)

PREUVE DE LA PROPOSITION .
Soit x > 0, alors

Vit

Par le changement de variable [0 = y¥*], on trouve

-1 1 _92932 x
Pl >t = /1 Nl

X -1 0222 d@
= T2t
V2mt /1 ¢

2 1 2,2
= —a:/ e~ 2 df
mt Jo

puisque
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alors

L’intérale stochastique fait une grande partie de la théorie des probabilités,
dont nous avons besoin de rappller les définitions et les résultats que nous allons
utiliser dans notre travail.

1.5 L’intégration stochastique

Dans ce paragraphe, on introduit deux notions essentielles pour le calcul stochas-
tique, ce sont "la martingale locale" et "la semimartingale" . On suppose donner un
espace de probabilité filtré (2, F, (F)i>o0, P).

Définition 1.5.1 Un processus adapté, continu M = (M;)¢>o
est une (Fy, P)—martingale locale, s’il existe une famille de temps d’arréts {T,,n >
1}, telle que

1) la suite (T},)>1 est croissante et lim;_o, 1), = 400 p.s.,

2) pour tout n, le processus M™ 17, -] = (MtTnl[Tn>0])t20 est une (Fi, P)martingale
uniformément intégrable.

Exemple 1.5.2

Le mouvement brownien, ou généralement, toute martingale continue est une mar-
tingale locale, en effet : il suffit de prendre 7T;,, = n, on a

1) T, /" +oo.
2) pour tout n, on a vVt > 0, MtTnl[Tn>0] = M"1j>0) = M]* = My, est unifor-
mément intégrable par rapport a t, pour tout n, en effet
sit<n d’apreés la proposition(1.3.13), si on prend g(t) = t2, alors i) et
i1) sont évidement vérifiés, donc M, est uniformément intégrable.

sit>n M, est uniformément intégrable par rapport a t, pour tout n.
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Définition 1.5.3 Un processus continu Y, est dit (F;, P)—semimartingale si on
peut écrire Y = M + A, ou M est une (F;, P)—martingale locale continue et A est
un processus continu adapté a variation finie.

Exemple 1.5.4

Toute sous-martingale (resp. surmartingale) continue de carré intégrable est une
semimartingale continue ; en effet

Soit {My;t € IR, } une sousmartingale continue, alors d’apreés le théoréme(1.5),
il existe un unique processus {A;;t € IR, }, continu, croissant et adapté a (F;)¢>o tel
que Ag = 0 et le processus {Gy = M; — A;;t € IR, } est une martingale ; puisque le
processus {Ay;t € IR, } a variation finie, alors, le processus {M; = G, + A;;t € IR, }
est une semimartingale.

Définition 1.5.5 (Processus a variation finie) Un processus A est dit
a variation finie s’il est adapté et si I’ application t — A;(w) est a variation finie
pour toute w.

Définition 1.5.6 (Variation quadratique ) Un processus A a valeurs dans IR
est dit a variation quadratique finie s’il existe un processus fini (X, X) tel que pour
tout t € IR, et pour toute suite {A,} de subdivisions de l'intervale [0,t] avec

o=t <t < .. <t

=t telle que |A,| tend vers zero,

li TA™ = (X X)existeet finie. (1.15)

m‘A’rﬂ"O

en probabilité, ou

TtA" = Z(Xt(n) — Xt(n))2.

. i+1 7
(2

le processus (X X); s’appelle processus variation quadratique de X .

Soient {Hy;t € IR, } un processus continu et {V;;¢ € IR, } un processus a varia-
tion bornée. On définit

([ Havi) @) = [ (Vi)

cette intégrale est définie trajectoire par trajectoire, puisque c’est I'intégrale au sens
de Riemann-Stieltjes.
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Définition 1.5.7 Si M est une martingale locale continue, on note par L2, (M)
l’espace des classes de processus progressivement mesurable K tel qu’il existe une

suite (T,,) de temps d’arréts croissants vers l'infini et tel que

Vn > 1, E[[y" K2d{M, M),] < +oo0. (1.16)

Proposition 1.5.8 Pour tout K € L} (M), il existe une unique martingale locale

continue notée par K.M = ((K.M))i>o tel que (K.M)y = 0 telle que pour toute
martingale locale continue N

(K.M,N) = K.(M,N). (1.17)

Définition 1.5.9 Si K est localement borné et X = M + A est une semimartingale
continue, ['intégrale stochastique de K par rapport X est la semimartingale

KX =KM+KA= [; K,dX. (1.18)
ou, K.M est l'intégrale définie dans la proposition (1.5.8).

Théoréme 1.5.10 Soit X une semimartingale continue. Si (K™) est une suite de
processus localement borné qui converge vers zéro, et s’il existe un processus locale-
ment borné K tel que |K"| < K pour tout n, alors (K™.X) converge vers zéro en
probabilité, uniformément sur tout intervalle compacte.

Théoréme 1.5.11 (Formule d’Itd) Soit X une semimartingale continue et f €
C*(IR, R) ; alors, f(X) est une semimartingale continue et

F(Xe) = F(Xo) + [ f(Xo)dX, + 3 J3 f1(Xo)d(X, X),. (1.19)

Théoréme de Girsanov.

Dans ce paragraphe, nous examinons que devienne le mouvement brownien quand
on change, la probabilité. Soit (Q, F, (F;)i>0, P) un espace de probabilité, on consi-
dére une autre probabilité P’ sur(Q, (F})i0)-

Si PP< P (i.e P’ est absolument continue par rapport & P, ou bien pour tout
A € F tel que P(A) =0 on a P'(A)) on sait qu’il existe une variable F;,—mesurable

Y telle que P'(A) = E[1,Y] pour tout A € F,. On écrit aussi Y = Cfl—];.
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La condition P° < P est trop forte pour la plupart des applications, pour les-
quelles on a seulement, P’ est localement absolument continue par rapport a P.
Suivant la filtration, cette notion, signifie que P° < P en restriction a chaque trbu
Fi. On lécrit P° < P. Précisément, pour chaque ¢t € IR, on a une dérivée de

/

dap

Radon-NikodymY; = dP:i t c’est -a- dire une variable positive F;—mesurable telle
t

que

!

P(A)=E[14Y] VAeF.
Le théoréme suivant, applique les résultats de théoréme de Girsanov au mouve-

ment brownien.

Théoréme 1.5.12 (Girsanov) Soit B = (By)>0 un mouvement brownien stan-
dard sur (Q, (F)is0, P), soit H € L' est bornée, et soit

W, = B, + [3 H,ds, (1.20)
et on défit QQ par

iQ T 1T
. 6J:p{/0 _H,dX, — 5/0 Hsds], (1.21)

pour T > 0.
Alors, W est un QQ—mouvement brownien standard pour 0 <t < T.
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Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous étudions la pénalisation des trajectoires du mouvement
brownien par une fonction de son maximum uniltéral. Commengons par introduire
les notations utilisées :

Notations
. Q2 =C(IR+; IR); I'espace des fonctions continues sur IR, .
. (Q, (Fi)e>0) est l'espace canonique, avec (X;)i>o, 'application définie par
Xi(w) =w(t) et Fy = 0{Xs;0<s<t};t>0.
° (P.)zer la famille des mesures de Wiener sur I'espace canonique ) : suivant
P,, (X¢)t>0 est un mouvement brownien issu de x.
. Si Q est une mesure de probabilité sur €2, ’espérance par rapport a () est
notée par Eqg. Si () = P,, on écrit E, au lieu de Ep,.
° (0)1>0 est la famille d’opérateurs shift de €2 dans 2, définie par
Oi(w)(s) = w(t +s);5 > 0,t > 0.
o (St;t > 0) est le maximum unilatéral :
Sy = sup X,
0<u<t
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Le premier cas étudié de pénalisation consiste a pénaliser par une fonction du
maximum unilatéral ¢(S;).

2.1 Pénalisation par ¢(S;)

Nous commencgons par définir une famille de martingales locales qui apparaitra
d’une fagon naturelle dans la pénalisation par une fonction du maximum unilatéral
du mouvement brownien, cette famille est étudiée en détail dans le travail d’Azéma-
Yor (voir[1]).

Proposition 2.1.1

Soit ¢ : IR —|0, +00] une fonction borélienne et intégrable et posons

Alors

MF = (S — XJo(x) +1 - <I><> (2:2)

MY =1-a /Otgo (2.3)

Si on suppose que

/B o(u)du = 1. (2.4)

Alors suivant P, , My est une martingale, strictement positive et
M{ = (1= (x)E(J7)e,
ou

©(Sy o (S
ME (S — Xo)e(S:) +1—@(Sy)
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Passons maintenant a 1’énoncé du théoréme qui définit le premier cas de la pé-
nalisation.

Théoréme 2.1.2 Soient p, ® définies dans la proposition(2.1.1).
. Soit u>0 et x € IR. Pour tout I'y, dans F,, on a

‘m E[1rup(St)] _ 1
oo Eylp(S)]  1— ()
o M? = (M),>o0 est la martingale définie dans la proposition(2.1.1).
. Soit (QF)zemr la famille de probabilités définies sur (2, Fo) par

Er[lFuM;f]a

T VR P 0

pour tout u > 0 et I, € F,,. Alors sous Q%, le processus (X; —x + [3 ‘pjif;‘)du;t > 0)
est un mouvement brownien standard.

Remarque 2.1.3 Le processus (M7 ;t > 0) est une P,-martingale, mais ce n’est
pas une famille uniformément intégrable. En effet : (M{;t > 0) est une martingale
strictement positive, elle converge donc vers une v.a.r M > 0 p.s. quand t — oo.
Donc pour toute suite de nombres réels (t,), croissante vers l'infini

MP —heo M2 >0 p.S.

Posons t, = inf {u > 0, X,, =n}, alors Xy, = 5;,, et
Mgﬁ — — (I)(Stn)

Sous Py,(M{ )n>1 converge p.s vers 0, quand n — oo. Donc M% = 0 Pp.s. Si
(M7 )i>0 etait uniformément intégrable alors on aura par le théoréme(1.5.19) :

Vt>0, Mf=E[MS/F]=0,

ce qui est absurde.

Pour la preuve du théoréme(2.1.2), on a besoin d’un résultat technique qu’on
présente sous forme de lemme :
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Lemme 2.1.4 Soient x < a et ¢ : [a,+00] — IR, telles que [;° po(u)du < +o0.
Alors :

() Bolieo(aV ( + )] ~uroe @{(a ~De(@)+ [ ey (26)

(i1) Eolpo(aV (z + Su) ,/ —{(a — 2)o(a +/ co)dyy. (27
(iii) Eolwo(aV (v +Su))] >/ — / wo(y)e™ = dy pour tout,u > 1. (2.8)
T

PREUVE DU LEMME. (2.1.4) On a

Eolpo(a V (z+ 8,))] = /Q olaV (z+1))fs.(y)dy
B /{x+Su<a} S00(@ v (iL’ + y))fS“ (y)dy
+ /{m+5u>a} wolaV (z+y))fs.(y)dy

= 0l@) [ Lprsuza () s, (w)dy

+ [ Lprsa ol + 1) fs.w)dy

= WO(a)EO[l{erSuSa}] + EO [QO()(.T + Su)l{x+5u>a}]
= o(a)Po(x + Sy < a) + Eo[po(x + Su)lizts,>al-

D’apés le corollaire(1.4.8) on a sous F

D 1x., 2 Val Xy,

Par conséquent

Eolpo(aV (x4 Su)] = o(@)Po(Su < a— ) + Eolo(r + Su)lfar 5,50
= ola)R (ﬁw <a- x) 4 Eom(x + Su)Lpss,oa)]

ole + y)e R dy.

~ a@R(x< ) s = [
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On fait le changement de variable : [z = z + ]

Eolpo(aV (z+5.))] = ()P0<|X1 ) \F/% e
- 2g00(a)P0(X1 \/; / ooz <22§>2 dz

— 2p0(a f/f —dc+\/;/+°o -5 s
_ \f/f <2d§+\/7/ o(z)e ST .

En faisant le changement de variable :[v = y/u(] on trouve,

w2 _(y—=)?
Eolpo(aV (z+5.))] = @ola)/Z 5 e zudv+\/;f wo(y)e "z dy
= Ve |wola) 5 e Sedv + [ poly)e = dy]-

&

(2.9)
Ainsi
E a—x Yy— z
111—'["_1 O[QDO(UJ\/ (2$+Su))] — hI_il:l S00( )/ e 2“d'l]+/ 800 7( 2u dy:|

™

= CL—I +/ QO()

2
Passons a la démonstration de l'inégalité (2.7), puisque e % < 1,V0 € IR, alors
I'égalité (2.9) donne :

Boliolav o+ 80) < = fauta) [ o+ [T )y

U

2
U

pol@)a=2)+ [ eoly)dy

d’ott I'inégalité (2.7).

Finalement, on a d’aprés (2.9)

(y—=)®
Enlgo(aV (x +5.)] = ola \/m/ e2udv+\/ — [ eoly)e 5y




et si uw > 1 alors

2 oo (y— :c>2 _ (y==)?
*/ wo(y)e” 2 dy > Vo / ©oly 2 dy. o
™ Ja

Maintenant, on passe a la démonstration du théoréme (2.1.2).

PREUVE DU THEOREME . (2.1.2)

1- Soient s > 0, x € IR et I'y € F,. Supposons que t > s, alors on peut réécrire S;
de la maniére suivante :

St:

V(

— S,V (X, + iugt(X - Xy))

= S \/(X + sup (Xu-l-s_Xs))
(

0<u<t—s
= S,V (X, + sup (Xu—i-s_Xs))
0<u<t—s
On note :
S;_s = sup (Xu+s_XS)
0<u<t—s

Par la propriété de Markov simple (voir proposition (1.2.4), chl) S, , a méme
loi que le processus S;_,, puisque

Xu+s - Xs @ Xu7

ainsi

Par suite

Eolp(S)/Fs] = Eulo(SsV (X4 sup (Xyss — Xo))/F]

0<u<t—s

= Eolo((Ss+a2)V (Xs+x+ sup (Xypot+2— X, —2))/F

0<u<t—s

= EO[SO(SS Vv (Xs + sup (Xu+s - XS))/‘/,:‘S]

0<u<t—s

= Eolo(SeV (Xo+ 5i,))/F]
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Mais S;_s est indépendante de Fj, et X, est Fy—mesurable en faisant appel a
la, proposition (1.4.3) on a

Ex[@(‘gt)/:’rs] = @(S&Xs;t - S),

p(a, z;7) = Eolp(aV (z+5,))).

En appliquant le lemme (2.1.4), on trouve

E.[o(St)/F] = Eolp(Ss V (X + Si—))]
2
iy (S Ko+ [ o)
T Nnt—s)

Encore une fois par le lemme (2.1.4), avec "z = a”, on obtient

Efo(S)] = Eo[ (l‘ + Syl
- oz V (z+S0))]

_ \F /m
oo \/;(1—@)( )-

On commence par la majoration du quotient

Ex[lr,(5))]
Par I'inégalité (2.7), on a

2

Buli(S/Fo) < | g MY
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et, d’aprés I'inégalités (2.8) ; pour "z = a”, nous avons

_ (=)

Bip(50) = Bolete + 501 2 2 [ et ay

Donc
2
Bo(S/F) M
Ex[@(‘st)] B \/%f;oo (p(y)e_(y;m dy
2
—=— ®

< 7r(t2—s) M — }

w L ely)e 2 dy

Mg

(y—=)2

Vi }
E=slirepy)e =" dy

Puisque, (M¢?):>o est une martingale positive, alors E,[M¢] < oo, de plus

IN

+oo _ (=)’ Hoo _yma)? teo
Vr € IR, / p(y)e” 2 dy' S/ ‘sa(y)e 2 dyé/ o(y)dy < oo.
Donc
M? 1
Ex 400 - (y—=)2 :| - +oo (y—z)2 EZ[M;‘P] <00
[ ewe 2 dys [T ¢(y)e 2 dy

A présent, en utilisant le théoréme de la convergence dominée, on obtient

E,[1r,¢(S)]

=t E[p(S))] LN Eq[p(St)]
. . Eoc [@(St)/FS]
- tleoo e [1Fs E.[p(S] )}
_ 5, [1r DN ]
*t—doo 2(1—®(x))
M
= B [1Fs 1-— @(m)]
1 ¢
== 1—@( )Ex[lFsMs]
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2- pour tout u >0 et I', € F,

M?
2(Iw) = Ellry - )
ie
dQufr, Mg

dP./r, 1—®(z)

Puisque (M;);>0 est une P,— martingale strictement positive, elle peut s’écrire
comme une martingale exponentielle (voir [9]), i.e

M = (1= ®(x)E(J%),
= (1— @(a:))e:vp{ /Ot JPdX, — ;/Ot J;onS}

= - atpen] [ EEDax, L[ (ABY )

MS 2
Donc
Qg My b p(Ss) 1 t(so(&))? }
dPx_(l—é(x))_ex{o ae X o ) ) By

Finallement, le théoréme (1.5.12) (théoréme de Girsanov), montre que le pro-
cessus

tp(Ss)
(X; — T ds;t > 0)

est un )Y —mouvement brownien, en d’autre terme; le processus
t

©(Ss)

Xi+x— / — ds;t >0

(X 0 MS =20)

est un Q§ — mouvement brownien. ¢
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Maintenant, on va étudier le deuxiéme cas de pénalisation par une fonction du
maximum unilatéral, et du mouvement brownien.

2.2 Pénalisation par 1(S;)e*5t—%1)

Comme le premier cas, la proposition suivante définie la famille des martingales
locales qui apparaitra comme processus limite , cette famille est étudiée en détail
dans [1].

Proposition 2.2.1 Soient A > 0, ¥ : IR — IR est une fonction localement inté-
grable, ® une primitve de o (p(z) = @ (x)). Soit (M;"¥) le processus

MY = (1= B(S))AA(S, = X)) + p(S)LAED o5 (2.10)
alors
. Sous P, (M}?) est une martingale locale. My¥ =1 — ®(z) et
t A2y
MM =1- P(z) — /0 {=A1 = 2(5))(A(Su — Xu)) + 0(Su) (AM(Su — Xu)) Y 7 d X,
(2.11)

. Soit xg € IR. Alors Mt)"“o >0,Vt >0, Py, p.s.st et seulement s il existe une fonction
borélienne 1 : IR — [0, 00] et une canstante positive k telles que les deux conditions
suivantes sont veérifiées

/oo Y(z)e Mdz < oo, (2.12)

1—®(y) =eV (fi + /yoo w(z)e“dz) Y > . (2.13)

Si (2.12)et (2.13) vérifiées alors (M;"¥) est une P, -martingale.

. Soit ¢ : IR — [0, 00[ une fonction borélienne satisfaisant :

/Oo Y(2)Mdz < o0, Vo e R. (2.14)
Soit ® : IR — IR définie par
d(y) =1—eM /OO Y(2)e Mdz, y € R. (2.15)
y
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Alors

Ply) = @'(y) = vly) — A [T u()edz, (2.16)

(M) est une P,-martingale et

e = {usy PO Lo [Tyt o)

Si on suppose de plus ¥ > 0, alors suivant P, : M} > 0 et M} = (1 —
O(x))E(JM);, ol

TN = _)\SO(St)Ch()\(St —X3)) + A1 = (S;))sh(A(S; — X))

A1 = @(S;))ch(A(S; — Xi)) + (i) sh(A(S; — Xy)) (2.18)

On peut maintenant énoncer un deuxiéme théoréme de pénalisation dans ce
chapitre .

Théoréme 2.2.2 Supposons A > 0 et 1 : IR +—]0, +-00| vérifiant
/ Y(2)e Mdz < oo, Vz € IR. (2.19)
et posons

D(y) =1—eV /OO Y(2)e™Mdz,ony € R et p= . (2.20)

y
. Sotentu >0,z € R, T, € F,. Alors

Bl g(S)eE W]
= TE (SIS T 1 0()

E,[1p, M. (2.21)

ot (M) est la P, — martingale définie par

2%

M = (1= ®(S))ch(A(S; — X)) + (S;) LAE=XD =257 (2.22)

. Soit (QX¢)ser une famille de probabilités définie sur (Q, Fao) par

T

Q#(T,) = ﬁmEx[lpuM;\‘"], pour tout u >0 et '), € F,. (2.23)

Alors, suivant QXY le processus
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to(Su)ch(A(Sy — X)) + A1 — ®(S,))sh(A(S, — Xu)) ,
(Xt o )\/0 A1 = 0(5,))ch(MSy — Xu)) + ©(Su)sh(A(Sy, — Xu))d“’t - O)
(2.24)

est un mouvement brownien standard.

Remarque 2.2.3

. Supposons que 1 vérifie les conditions données dans la proposition(2.2.1), et que
Jr¥(2)dz = 1. On remarque que MM définie en (2.10) converge vers My, quand

A — 0. Dans ce cas on adopte la convention Mto’w = MY . De plus, le théoreme(2.2.2)

peut étre considéré comme un cas particulier du théoreme(2.1.2),la démonstration

du théoréeme(2.2.2)est semblable & celle du théoréme(2.1.2), on commence par un pro-
longement du lemme (2.1.4) pour trouver un équivalent de FEy[p(sV (z+S;))]jeMsViz+S)—a=X}
quand t — 0.

: 2,0 2%
. St =0, alors M{" = ch(\(S; — X;))e 2 .

Lemme 2.2.4 Soient s > x,s >0 ety : IR — IR tels que

/OO [Wh(2)|e dz < oo, (2.25)
Si -
p(s, ) = (s)sh(\(s —z)) + )\em/ U(2)e dz # 0. (2.26)
Alors ,
Eo[to(s V (z + S,))ereV@ts—o=Xi | 95 (s z)e’T . (2.27)
Si 1 >0, nous avons
Eo[to(s V (x + 8,))erV =05 < 9, (s, ) (1 + Alﬁe) (2.28)

Si de plus t > 1;

2, 2\ r—s w2 00
ol (sV(z+S5;))e t”tZeA2— e 2du zle “dz|. (2.
Eoly Sy))e v irrs)mamX = du [ W(z)e "dz|. (2.29
m J—00 s
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PREUVE DU LEMME.

1. PosonsA = E[tp(s V (z + S;))etMsV@+S)—e=X0}] On divise A en deux parties,
Ay et Ay correspondent respéctivement a {S; —z} et {S; > s — z}, i.e, A peut
s’écrire :

A:A1+A2

ol

Ar = ()P Egle ™ g,y
A2 = E(Jhb(x+St)e/\(5t7Xt)1{5t>s—x}]'

En utilisant le corollaire (1.4.10) du premier chapitre, on trouve :

Al — A

(4
= ¢
(

(S € EO[ei)\th{St<s—as}]

) (s—=)
7 v (2(2b—a) 20 — a)?

A(s—x) / )\a( ) < . ) 1

s)e e ex a<b,a

( ) (Si<sz) GPE P o {a<b,a>0}

(S)eA(sfm) s—T b (2b-a)? Y
_ bt 5 (2(2 — a))dae
V23 0 {/0

En faisant le chengement de variable :[c = a — 2b], on obtient

ou
1 ,-b 2
A(t,b) = —;/ e e % dc (2.30)
Intégrons A(t,b) par partie,

U=e = dU =—)le dc
) (2.31)

C2 C2
dV = —fe"wdc —V =e 2
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Alors
270 —b 2
A(t,b) = {e’\c%] —l—)\/ e "% dc
2
— M % _ lim e M —i—)\/ A

U——00

-2 b e
= e 2t+)\ e 2t dc

b2 (2/\tc+c +()\t) )+(At)2

= 2 +)\ 2t dc

Si on pose : 0 = % + v/t\, on obtient

2 2, [~ 2
A(t,b) = N +)\\/z_feAT/ v e T do. (2.32)
Puisque
-t 4t 2
lim / I S dh = Vo,
t—+o0 J_so
d’ou
e —l—)\\/z_fe% itV du eM’*ﬁ A
lim — = lim [ }
fmtoo AN 2mte s oo L AV2mt
—(b—Xt)?
lim &2 }+1
= lim
t—=+oo | \\/27t
=1
par suite
2
A(ED) ~iyoo MW 27l 7T (2.33)
et donc
Ay 20(s)er7) e oy A(D)
N — / e Aztdb}
A 2mte 2 L 2wt 0 M 2mte™2

[2¢)(s)eMe) /5_9” —2\b ]

Nt | ——— e db
e L V21t 0

~, 2¢(s)e?> ) {_1(3_2)‘1’] S_T
L Vont 2\ 0
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e [ ]

2 (s)
oo {)\\/ﬁsh()\(s—x)).

Ainsi

Ap ~ppoo 20(3)sh(A(s — z))e’T . (2.34)

En adoptant I’approximation (2.34), on obtient

AQ = EO |:1/J(Ilf + St)e/\(st_xt)l{st > 8§ — I’}}

2(2b—a)\ _e @—o?
_ A(b—a)
_ / / (z +ble <27Tt3 ) dadb.

2(2b—a) _\, (2o’

[T [ e

Avec le changement de variable :[c = a — 2b], on aura

oo 2
Ay = / Y(z+b) “’[ ¢C—t3 A<C+2b>e-ztdc] db
1 b 2
= \/2_/ (x + b)e Ab— 2’“’[— ;/ e’\cce%dc] db
7]' s— —00

= U(z + b)er 22 A(t, b)db.
AV, 27T S—x

_ QA/H ¢(x+b)e—kb<;4$2’_2))db

D’aprés (2.33), on a

A(t,b) R
A 21t e '

Avec 'hypothése (2.25), on aura

+oo 22t
INT (m / w(x+b)e_)‘b>62. (2.35)
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On suppose ¥ > 0, on a d’'une part

-t w2 w2
/ v e 2 du §/ e 2du= V2,
R

—00
d’autre part

PN (At —b)?

—_— = <0.
Ab 2t 2 2t -
Par suite (2.32) implique que
N2t

Ainsi

(x4 b)e b2t (1—1—)\\/ t)db

IN

Eol(sV (x + S e)‘(sv(”S’f)_x_Xt}
0 w( ( t)) \/ﬁ .

2@[) /
v/ 27r
1 A2 +oo
2M(1 + 2 + b)e db
( )\\/ 27Tt)e /sfm ¢(x )e
+2)\¢(s)e’\(s_”)e%2t(1 + ! )[/S_x e_2’\b]
M2t LJo
1 22 sS—x
2N (1 &5 A(s—z) 72)\bdb
W MS)@ /0 ¢

+/ b(z + b)e Abdb]

24
e 205 (1 4+ AV2nt)db

IN

IN

On fait le changement de variable : [z = x 4 b] dans la deuxiéme intégrale de
la derniére inégalité, on obtient :

Eg[i)(s V (x + ) eV eHsmem]

IN
DO
—~
—_

IA
~
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1 24
< 201+ A\/Q_m)e*z [@/J(s)sh(A(s _ )
+oo
+)\e)‘x/ w(z)_)‘zdz].
Soit b € [0,s — ] et t > 1. Alors
b b
A MWES > a— s,
Gtz zes
et
A% bVt 2
AL > AWE? / s
> )\\/Ee% o e_édu
On a aussi

2

A> A, > W(z + b)e [)\\/_+e22t/ T dudb.

\/_

En faisant le changement de variable : [z = x + b], on a

A> A, > 2
el 2_ \/%

2 o0
’Tdu/ Y(2)e Mdz,sit > 1. ¢

Passons a présent a la démonstration du théoréme (2.2.2).

1. PREUVE DU THEOREME . Soient u > 0, z € IR et I', € F, En adoptant la
méthode utilisée dans la démonstration du théoréme (2.1.2), on a, pour t > u

S, =S,V (X, — sup (Xep —Xy))

0<s<t—u

et

S/_ = sup (Nept — Xp).

t—u
0<s<t—u
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ainsi
B80T R] = Blp(S.Y (= sup (Ko = X))
eA(SuV(Xu—supogsgt,UZX;rt—Xt)—Xt))/fu]
= Eu((Sy+2)V(Xy+ax— sup (Xeyy+2a—X;—1)))
0<s<t—u
e/\((5u+x)\/(Xu+$—SuPo§s§t7u(Xs+t+$—Xt—»’C)—Xt—$))/j:u]
= EO[¢<Su \ (Xu — Sup (Xs—i-t - Xt)))
0<s<t—u
eA(SuV(Xu—Supogsgt—u(Xs+t—Xt)—Xt—x))/j:u]
= Bold(Su V (Xy = 5,_,))eX S XSt =Xima) 7
= Eo[h(Su V (Xy = §py)) eV FumSto)=Xim) 7 )

Par une application de la proposition (1.4.3), et en remarquant que S;_, est
indépendant de F,, et que X, est F,—mesurable, on a

E,[(Sy)eM 3 X [ F,] = (S, Xust — w),

ou

1/;(57 v;r) = Eplto(s V (v + ST))eA(S\/('U-l-Sr)—z—XT)].

En utilisant 'approximation (2.27), on obtient

A2 (t—u)

Eo[th(Su V (Xy — Sp_y)) eV EumSim)=Xemuma)] L 205(S,, Xu)e 2

Donc
B [(S0) e X0 S Ful moysoo 2p0(Sus Xu)e 2 (2.36)

En particulier, si on prend u = 0, (2.36) devient

A2(1)

Eo[th(Se)eM =50 JFo] ~iesyoo 20A(S0, Xo)e 2

Par conséquent

A2(t)

E[(S)eM5 %] ~y o 2pa(z,x)e 2. (2.37)
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De plus, si t > u + 1, (2.28), (2.29) impliquent que

Ex[r(/}(ste)\(stf)(t)/fu] — EO[¢(SU v/ (Xu o St u)) A(SuV( *St—u)*Xt—u*:E)]
1

A2 (t—u)
< 200(Su, Xo)(1 4+ — Yo
’ A2t — )

1 A2 (t=w)

< 200(Su, X)) (1 4+ —— 2
S ,0)\( )( +)\\/ﬁ)e

B [(S)er5=X0] = B, [ (S,)eM5 X /R
( St)) A(Sov(Xo—St)—Xt—x)]

I
Sps

E V (2 — §,))e V(=80 -Xi—a))
;%(/0 7 dv> /gﬁoo@b(z)e_zdz

v
@
o3

Donc

A2 (t—u)
2

Bu[i(S)X X0 /7] 25 Xu)(lﬂr)

Er[0(St)er (St =X1)) - PLINPY EOO e 2 dv f:o’lli( 2)e=A2dz]

2(t—u
2p)\(s Xu)( A\}f) A <t2 )

\/_dv z)e—22dz] (238)

) )\Q(t w)

m(su,xu)( +5m
N A%t
3¢ 2 f

oo

Y
» Y(R)emMdz
Uy

2

IN

IN

ol

- O+ 5s)
R = T e v

Ainsi
E,[Ey[1p, (S =X [ F ]

Sp)eM S Xo)]
il

po Balln b(S)MS X
o E[p(S)e e X] T mhe B, =|

E, (S )e“sf‘xf)/fu]]



2’u,
D’aprés (2.38), on remarque que MM = %p,\(Su,Xu)eJT = M) par le

théoréme de la convergence dominée, on a

St_Xt)] . E, [¢(St eA(St_Xt)/./’Tu]

Ex[lfuw(st)eA( - )
= FE.|1p, tlgl-noo E,[1h(S,)er5—X0)]

=0 F,[1(S;)er S —X0)]

Mais, les deux formules,(2.36), (2.37) impliquent :

A(St—Xt) M
Eqv(S)e P g iy, g 225 X0

E 11’*u 11111 “
Foo By [ip(Sy)er S X)] e oo (x, x)e T

Ex {11“”,0)\(51“ Xu)e 2

IO)\<I7$)
Donc
R O O L ! [ AQ}
tLleroo E,[1(S)erSi=X4)] o p,\(x,x)E Lrupa (S, Xu)e
_ # A
= gy Bl M

2. Pour,u>0,etI'y, € IR, on a

Ao
QL) = Bir 2 s)

i.e
dQy? /7, My
APz, 1—®(x)

D’aprés [9], On sait que, pour ¢ > 0, et suivant P, : M} >0 et que

MM = (1= 0(2)E(J™),
- a- @(m))emp{ /Ot TMedX, — ;/Ot((]g’w)ms},
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ol

_ PE)chA(Su = Xu)) + A = ©(S4))sh(A(Su — X.))

= = B(S.)) M S — X)) T P(S0)ShMSe = X))’

Par conséquent

dQy? )/, _  Mp#
dP, 7, 1 —®(x)
= 8<J)\’§0)t

= (1- @(m))exp{ /Ot Js’\deXs — ;/Ot(:];\"p)st}.

En fin, le théoréme de Girsanov,(théoréme (1.5.12), ch01, [7]) montre que, le
processus

L p(Sy)ch(
(Xt_A/o A1 — O

w = Xu)) + ML= B(5))shMS = X)), )

O(5u))ch(A(Su — Xu)) + (Su)sh(A(Su — Xu))’

est un Q)?—mouvement brownien issu de x , i.e

t @(Su)0h<)‘(8u - Xu)) + /\(1 - CI)(SU))Sh()‘(Su - Xu))
e f 452

est un Q)?—mouvement brownien standard. ¢

(S )N — X)) F 2B shA(Su = X)) L 2 V)
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Chapitre 3

Dans ce chapitre, on étudie la pénalisation des trajectoires du mouvement brow-
nien par une fonction du temps local en zéro, nous commencons par rappeler quelque
propriétés utiles sur les fonctions convexes, en suite on définit le processus du temps
local associé au mouvement brownien.

Rappels. Soient f une fonction convexe sur un intervalle ouvert I C IR, nous
avons alors :

1. f posséde en tout point z de I une dérivée a gauche f’ (x) est une dérivée a
droite f! (z).

2. La fonction :y — % est croissante pour tout y € I — {z}, de plus si
y > x, alors

filw) < HUEIE < 1 (y). (3.1)

3. La fonction :x — f’ (x) est croissante continue a gauche.

4. La fonction :x — f’ () est croissante continue a droite.

3.1 Temps local

Commengons par généraliser la formule d’It6 pour les fonctions convexes. Dans
ce qui suit f est une fonction convexe.

Théoréme 3.1.1 Si f : IR — IR est une fonction convexe et X une semimartingale
continue, alors f(X) est une semimartingale continue et pour tout t > 0 ;

FO6) = F06) + [ L)X, + A

ou, f' est la dérivée a gauche de f et AT = (A,{)tzo un processus croissant, adapté,
continu.
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PREUVE DU THEOREME . Supposons d’abord que X est une semimartingale bor-
née, et soit g une fonction positive de classe C?, a support compact dans | — 0o, 0]
telle que
0
/ g(s)ds = 1.
—00

Pour n > 1,t € IR, posons

fu(t) = ’I’L/_Ooo f(t+ s)g(ns)ds.

Il n’est pas difficile de voir que (f,),>1 est une suite de fonctions convexes, en effet
soient s € [0, 1], z,y € IR, alors

falsz+(1—38)y) = n/o f(sz+ (1 —38)y+ 2))g(nz)dz

= n/ooo flsz+ (1 —s)y+(1—s)z+ sz)g(nz)dz

= 0 [ flsle o)+ (1= )y + 2)glnz)ds

—0o0

n [ It + )+ (= 9)f(y + Doz

s[n /OOO f(x + 2)g(nz)dz] + (1 — s)[n [m fly+ 2z)g(nz)dz
< sfal@) + (1= 9)fuly).

Montrons que f, converge vers f. Vax € IR, nous avons

IA

IN

1) = 1@ = [ g+ wgtmdy - 1)
= o[ s gty —n [ f@)gtn)d
= | [+ — f@lnglo)a]

par le changement de variable [z = ny|, on a

I

) = 1@ =| [ 1+ 2) = s@lg(z)as

la fonction f est convexe donc elle est continue, ainsi

lim [f(z+ ) — f(z)] =0,

n—-+0o00 n
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c’est a dire

lim _fo(x) = f(@).

n—-+00

A présent calculons fl, soient x € IR et n > 0, alors on a pour h € IR

fn(x+h})L—fn($) _ ZU_OOO f(ﬁhﬂ)g(ny)dy—/_om f(r+y)g(y>dy}
_ n{(/_ooo f(x—l—y%—h]zj—f($+y))g<ny>dy}

Par la convexcité de f, on a

<M

— ?

B) —
Vm,yEB,EIM:—M(x,y)>O,Vh€ﬂ%,telque‘f(x+y+) f(x—i-y)‘

h

de plus g est intégrable, ainsi d’aprés le théoréme de convergence dominé, nous avons

i BT =) 0 S ) )
= () i HERIE R ZTE ) g
par conséquent
fuwy=n [ G+ gty 3.2

en faisant le changement de variable suivant :[z = ny|, on aura
/ 0 ! <
@)= [ fLw+ Dg(e)dz. (33
et puisque f” est croissant alors f] 1'est aussi.

!/ /
On montre que f) converge vers f” .
Vz € IR nous avons

= | [ e+ Dz [ e

o
‘/
o0

flo+ D)= fL(@)]g(2)dz
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on sait que f’ est continue & gauche, comme z < 0, alors la quantité
/! < !
f_(x + *> - f_(l'),
n
tend vers zéro, quand n tend vers oo, d’ou

frlz —7n—-+0co f,— (34)

Puisque f, est de classe C?, alors d’aprés la formule d’It6, on a pour n > 1

Fa(X0) = fulXo) + Jo fo(X)dX, + A, (3.5)
ou .
A= [ R X,
D’autre part
fa(Xt) —netoo F(X0)
fa(Xo) =n—too f(Xo)

Puisqu’ on a f’ (X;) est bornée, alors on a

Vn > 1, |fr(Xs) — fL(X5)]

n

[Fa (Xl + [f2(X)]
(X + [F2 (X))
2|72 (X)I-

VAN VANRPAN

Ainsi, par utilisation du théoréme (1.5.10), on trouve que [3 (" (Xs)—f" (Xs))dX,
converge en probabilité vers 0, uniformément sur tout interval borné. Par (3.5), la
suite des processus {A{", n > 1, t > 0} converge vers un processus noté {A{ , t >0}
lorsque n tend vers l'infini. Par conséquent (3.5) devient

FOX0) = 1060 + [ 11(X)ax, + AL
0

A présent si X est une semimartingale non bornée, il suffit d’appliquer la premiére
étape a la semimartingale arrétée X' oil

T, = inf{t > 0, | X;| > n},

puisque X" est une semi martingale continue et bornée, on aura ainsi :
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FOE) = f(Xo) + [ fXImaxT + Al

ou

t t
A= lim Al =l [ XTI X) T = [0 X)T

n—oo — 00

Maintenant il suffit de faire tendre m vers I'infini pour obtenir le résultat. ¢

Une conséquence immédiate du théoréme précédent est :

Théoréme 3.1.2 (Formule de Tanaka) Pour tout a € IR, il existe un processus
(L{(X),a € R,t > 0), tel que l'application t — L est croissante continue, et telle
que pour tout t > 0,a € IR

‘ |
(X, —a)* = (Xo —a)* +/ LxadX, + S LE(X), (3.6)
1
(Xi—a)” = (X —a) / LocsapdX, + S LE(X), (3.7)
X, — a| = | Xo —a| + /0 sgn(X, — a)dX, + LX), (3.8)
ol
1 stz >0
sgn(z) =
-1 stx <0

En particulier, (X; —a)™, (X;—a)~, | Xy —a| sont des semimartingales continue.

PREUVE DU THEOREME . (3.1.2) Soit a € IR, par une application du théoréme(3.1.1)
pour les fonctions convexes : :x +— (z —a)",z +— (x —a)”, on a,

1)
t 1
(Xi =) = (Xo = )" + | Yoo (X)dX, + 347, (3.9)

ou A+ = (Azr)tZO
2)
(X, —a)" = (Xo—a)” / 1 oo (X2)dX, + A;, (3.10)
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O'I\L A_ = (A;>t20

Par suite :

Xt —a = (Xt — a)+ — (Xt — CL)+
t t
= (Xo — a)+ — (Xo — a)_ + /0 1]a7001 (XS)dXS +/0 1[,m’a[(Xs)dXs
1 _
+§(A:r - A7)
¢ 1
= Xo—a+/ dXs+§(At+—A;),
0
ainsi
1
2
Puisque Xy = 0 p.s; alors, A = A; p.s, et on pose L§ = A/

En aditionnant(3.9) et (3.17), on obtient, Va € IR,
(Xi—a| = (X;—a)"+ (X —a)"
t t
= (Xo—a)" + (Xo—a) + /0 Laroo) (Xo)dX, + /0 1 soaf(X,)dX, + L
t
= (Xo—a)"+(Xo—a)” + /0 sgn(Xs — a)dXs + LY

t
= |Xo—al +/0 sgn(Xs —a)dXs+ LY. ¢

Passons maintenant au théoréme de Lévy qui montre en particulier que S; et Ly
en méme loi.

Théoréme 3.1.3 (Lévy) Les deux processus {(S; — X, S;);t > 0} et
{(|X¢|, L¢); t > 0} ont méme loi.

Avant de commencer la démonstration de ce théoréme, rappellons le lemme de

Skorokhod
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Lemme 3.1.4 (Skorokhod) Soit y une fonction continue a valeurs réelles sur
[0,00] telle que y(0) > 0. Il éxiste un couple unique (z,a) de fonctions définies
sur [0, 00[ tel que

i) z=y+a,
i) z est une fonction positive,

i11) a est croissante, continue, egale aletlamesurecorespondantedas est portée par
{s:z2(s) = 0}. La fonction a est donnée par

a(t) = sup(—y(s) v 0).

s<t

PREUVE DU THEOREME .
D’une part on a par la formule de Tanaka,

1 Xy = oy + LY. (3.11)

ot a; = [y sgn(X,)dX,.

D’autre part, on peut écrire S; — X; = —X; + S;. Ainsi, le lemme(3.1.4) montre
que {S; — X;,S;;t > 0} et {—X;;t > 0} ont méme loi et que {|X;|, Li;t > 0} et
{az;t > 0} le sont aussi, et puisque {ay;t > 0 et {—X;;¢ > 0} ont méme loi, alors
{S; — X, Si;t > 0} et {|Xy|, Ly;t > 0} le sont aussi.

Définition 3.1.5 Un processus stochastique (a valeurs réelles ) A = (A¢)i>o0 défini
sur (2, F, (Fi)i>0, P) est une fonctionnelle additive si

i) Ag =0 p.s;

i1) A est continue a droite ;

iii)Ay est Fy—mesurable pour tout t ;

iv) pour chaque couple (s,t) d’éléments de IRy, on a p.s.
At+s = At + AS (0] et (312)

ot (0¢)>0 est la famille d’opérateurs shift.

Le resultat suivant est important pour la suite, il montre en particulier que le
temps local est une fonctionnelle additive (voir [8], page 402).
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Proposition 3.1.6 Si T est un temps d’arrét, alors, pour tout x

L3, ¢ = L&+ L%(6r). Py pes. (3.13)

pour tout temps d’arrét S.
En particulier Vs, t > 0T =t et S = s, alors on trouve

Lf, = LF + L*(6,). P, p.s. (3.14)

3.2 Pénalisation par une fonction du temps local en
Zéro.

Dans cette partie, on aborde le probléme de la pénalisation des trajectoires du
mouvement brownien par le temps local en 0. D’aprés le théoréme de Lévy, on
sait que {(S; — Xy, Sy);t > 0} et {(|Xy|,LY);t > 0} ont méme loi , et puisque
{(S; — Xi)p(S:) + 1 — ®(S;);t > 0} est une martingale d’apres le chapitre0l alors
{(1Xe|p(LY) + 1 — ®(LY));t > 0} est une martingale par rapport a la filtration (F),
les fonctions ¢ et ® sont définies dans le chapitre précédent.

Proposition 3.2.1 Soient h*,h™ : IR, — IR, fonctions boréliennes bornées, pour
[ > 0. Posons pourl >0,

H() = / () + A () ds

1. Alors e
MITR =1 H(L) + X R (L) + X b (1),

est une Py — martingale. De plus MéLJr’h_ =1F p.s, et
Wb ! +(70 —/70
M =14 [ (Lo (L8 = L™ (L)X,
2. Si de plus
1o )
5/ (W (u) + h™(u))du = 1, (3.15)
0
et H(I) < 1 pour tout 1 > 0, alors M[ﬁ’hf >0 et Mt}ﬁ’hf = S(Jh+’h_)t, ol

_ Lix,soph (L)) — 1ix<oph™ (1Y)
1—H(LY) + X;rh’L(L?) + X, h= (L))

ht,h~
Ji
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Remarques 3.2.2

1. Rappelons que dans le chapitre précédent, on a introduit la famille des mar-
tingales (M} )i=o et ¢a ne fera aucune confusion avec la famille (Mtth’h_ )t>0,
puisque les deux couples des parametres (X, p) et (b, h™) appartiennent a deux
ensembles différents.

2. Dans cette section, nous ferons les calculs suivant la mesure de Wiener PF.
Puisque (X;) est un mouvement brownien standard alors, il est possible de tra-

vailler suivant Py, en remplagant (M} ") par (1— H(L?) + (X, —z)*ht (L¥) +
(Xy —x)"h=(LY);t > 0), deplus, pour simplifier les calculs, on prendra x = 0.

Nous commencons 'étude de ce cas de pénalisation par le résultat suivant :

Théoréme 3.2.3 Soient ht,h™ (resp : (Mtth’hf)) les fonctions (resp : martingale)
définies dans la proposition précédente. On suppose que

%fooo(th(u) +h™(u))du =1, (3.16)
1. Soient s >0 et I'y € F,. Alors

Eo[1r, (AT (L)1 h=(LY)1 _
lim o[1r.( (Ot) {X:>0p + (Ot) xe<op)] _ Eo[1p, M7 7]
t=oo Eo[ht(L{)1ix,>0p + A~ (L)1 {x,<0]

2. Soit Qgﬁ’hf est la mesure de probabilité définie sur (), Fso) par

BERT(D,) = Bollp, MM,

pour s > 0 et I'y € F,. Alors sous Qgﬁ’hf, le processus

oo BH(LO) 1 x.n01 — b (L0)1
Xt . h ( s) {Xs>0} h7 ( s) {Xs<0} ds: t > 0
0 Mth,h )

est un mouvement brownien.

Remarque 3.2.4 Comme dans le cas de la pénalisation par une fonction de S, la
martingale (Mt}ﬁ’hf )i>0 n'est pas uniformément intégrable, en effet :
si 7 = inf{s > 0, L% > I}, alors

Bt 0 + 0 — 1 —(70
Mﬂ =1- H<L7'l) + Xn h+(L7'l> + th (LTZ)
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d’apres (le corollaire(2.6), [8] page (242)), on a
X;l“ =X, =0 Pyp.s.
Donc
+ —
MIP =1—H(l) Pyp.s.

Ainsi
Rt R
Mn —too 0 Pyp.s

Maintenant, si (Mt}ﬁ’h )i>0 est uniformément intégrable ; alors, par le théoréme(1.3.19)
il existe une v.a.r M tel que

VE>0; MMM = E[MMMF], Pp.s(3.17)

avec
tli}gloo Mth+’h_ = Méf’h_ Pp.s.
Par suite
M::’h_ =0 Pp.s.
D’oi

vVt > 0; M,Zl+’h_ =0, Pp.s

ce qui contredit le fait que Mtw’hf >0.Vt>0

Le résultat suivant est un lemme technique qui joue un roéle important pour la
démonstration du théoréme(3.2.3)

Lemme 3.2.5 Soit f : IR, — IR, une fonction borélienne, et localement bornée et
intégrable. Soient a > 0 et x € IR ,alors

Eulf(a+ L)L xs0)] ~imo f(a)\/zx“r & [ fas @)
2 1

Ex[f(a’ + Lg)l{Xt<0}] ~t—oo f(a’) E"E— + m /aoo f(S)dS (319)

PREUVE DU LEMME. Sur ’ensemble {7j > ¢}, nous avons
0 stz <0

P.ps fla+ L?)l{xt>0} =
f(a) d’ailleurs

En effet :
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i) Siz <0 alorson a Xog=x <0, P, p.s, alors 1{x,50; = 0 P, p.s
ii) Si x > 0, on rappelle que par la formule de Tanaka (3.1.2)

Donc
1 = P[f(a+LY) = fla+|X,| — /Ot sgn(Xs)dX;)]
= Bylf(a+ L)) = fla+]X] — Xi + Xo)]
= Blf(a+ L)) = fla+ )] (car|X;| = X4)
= P[f(a+ L)) = f(a)].
Par suite

E,[f(a+ L)) x>0 = Eu[f(a+ L) 1{x,500<mp}] + A
ol
A = Ey[f(a+ L)1 x,>05m3]-

Eulf(a+ L) ix,s01) = Eaolf(a)lezo1limsy] + Ay
= f(a)P,(To > t)1{z > 0} + A..

En utilisant la formule(1.13), nous avons d’une part

~ |z

PTo>t=] =%

e{_g}1{5>0}d87

d’autre part; on a, pour a = |z|

o el s
Po(ﬂﬂ > t) = ’ ﬁe{ 25}1{s>0}d8.
d’ot

par conséquent

Py(Tiz >t) = Po(ilgf{s >0,X, =|z|} > 1)
= B((sup Xy) < z|)

0<u<t

= Po(S < Jx])
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mais d’aprés(1.9), on a

Py(Tiy > t) = Po(VEX| < z])
]

= P0(|X1|<\/—)

Or, par la proposition(1.14)

2
Pp(Th > t) ~qoo \/ EW-

On calcule maintenant A;. En utilisant la propriété de Markov forte au temps d’arrét
Ty, on trouve

Ay = Eilf(a+ L) x>00570}]
= E,[E.f(a+ L)1ix,>0lesm,/ Frp]
= E[lgsnyEalf(a+ L)) ix,501/Fr,)]
= E[leny Buolf(a + LY g 1) VX, gy omy 03/ Fo]]
B, [(f(a+ L)) Lix, g, >0]
Ex[Lyzmy Bolf (a + Li_7)1(x, g +o>0]
= E[lgsmyEolf(a+ LY. 1)) 1(X, 7, >0}]
= Ey[lgsmng(t —Tp)),

Lystor B

ol
9(r) = Eo[f(a+ L))1ix,50].

Mais puisque, (—X) et (X) ont méme loi, sous Fy, on peut écrire

Eolf(a+ L) = Eo[f(a+ L) ix.50y] + Eolf (@ + L)1 (x,<0)]
= Eolf(a+ L)1x,50y] + Eo[f(a+ LY)11_x, 0]
= Eylf(a+L) x>0y + Eolf(a+ Lg)l{XTZO}]
= 2E[f(a+ L)1(x,50)-

D’autre part, le théoréme de Lévy assure que ((S; — X3, S¢);t > 0) et ((|X¢|, L?);t >
0) ont méme loi, en particulier (S;;¢ > 0) et (LY;¢ > 0) ont méme loi, par conséquent

g(r) = Eolf(a+ L)1{x>0]
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o) = SElf(a+ L)

= SBlia+S)]

En appliquant l'estimation(2.6) du lemme(2.1.4) (avec: s = = a,u =r et pg = f),
on obtient

o) = Bl S)

= ;EO (aV(a+S,))]

~r—+4oo V /
mwr

Par suite
@ [ fs)d
T) NMr—too T/ s)as
g * 27r Ja
Finalement
Ay = Eflgsmyg(t —To))
1 [e%e]
~l oo < / f(S)dS)Ex[l{t>TO}]
27T(t—T0) a
1 (e’
i (o= [T H6)ds ) Patt 2 )
27t Ja
1 [e%¢]
~rvine (o= [ F)s) (1= Palt < T0))
27t Ja
1 0 2
~Nit oo d 1—y/—
v (g [ 65 ) (1 1)
1 o0
~t—4o0 27Tt/a f(s)ds
Ainsi

E [f<a+ L )1{Xt>0}] ~t—oo f( )\/7 \/ﬁ/ f ds.

d’ot le premier résultat de lemme.
Le deuxiéme résultat du lemme(3.2.5), est une conséquence du premier, en effet :
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On sait que la loi de (—X) suivant P,, est égale a celle de (X)) suivant P_, ; car :
Pour tout a € IR,

P—m(Xt S CL) =

Donc

E:v[f<a + L?>1{Xt<0}] = Ex[f<a + L?)l{—Xt>0}]
= B [f(a+ L)x>0)]
e F@ S ()

— \/%/a f(s)ds
oo f(a)\/gx_ + \/;_ﬂ /aoo f(s)ds.

A présent on peut passer a la démonstration du théoréme (3.2.3), pour ce faire, on
adoptera une approche similaire a celle utilisée pour la démonstration des théorémes
(2.1.2) et (2.2.2).

PREUVE DU THEOREME .

1. Cherchons d’abord une estimation pour

Eo[h ™ (L)1 {x,501/Fs); 0 < s < t.

Par une application de la formule (3.14), nous avons

Eo[h™ (L)) 1x,501/Fs] = Eolh* (Ls + Li—s 0 65)1{x,_ 00,50}/ Fs)

En appliquant la propriété de Markov simple, on trouve

Vi >s  Eolht (L) 1ix,50)/Fx.) = Eo[h™(Ls + Li—s)1(x, .>0)-
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Mais par le lemme (3.2.5), on a

2 1 oo
FollH (Lot Le-s)1x, 20y) ~toroo ' (Ls) Xty / Bt (u)du.
m(t—s) 27(t — ) /Ls
Ainsi, pour tout s,t > 0 avec t > s,
Eo[h+(L?)1{X >0}/f5] ~Nt—+oo h+(L5) 2 X++ ! ~ h+(u)du
' m(t—s) ° 27(t — s) /Ls
(3.20)
De méme pour
Eo[h™ (L) x,<0p/Fx.],
on a
EO[h_<L?)1{Xt<O}/JTs] = EO [h_ (Ls + Lt—s o 98)1{Xt_.g003<0}/f8]
= E() [h_ (Ls + Lt—s)]-{Xt,S<[)}]-
Par suite
Eo[h™ (L)1 (x,<0y/Fs] = Eol[h™ (Ls + Le—s)1{x,_.<0y]-
Maintenant une application du lemme(3.2.5) donne
Eo[h™ (L) (xi<0p / Fs] ~tmoioe W™ (L) /5 Xa + \/— Jro h™(u)du.(3.21)

Posons
I, = Eo[h™ (L) 11x,50p + b~ (L)) 1{x,<01/Fs)-

et en combinant (3.20) et (3.21), on a
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2

A 71 - *(u)du
7r(t—s)Xs " ./%(t—s)/s W)

It ~Nt—+4oo h+<Ls)

L) ﬂ(t?_s)X? T m /7 n
v (e xom ey + [T )
i W(tQ_ 3 {in#(Lg) EXTh(L0) 41— /O: Q) ;r h () )du}
e W(tQ_ 3 {Xjfﬁ(Lg) CXTh(LY) +1— /OLg Q) ‘5 L CI
_ T : h_(u))du}

Or par (3.15), nous avons

Par conséquent

2 LY Wt (u) + h™(u)
I, ~opos XL + X—h (LY 1—/
t t—+ W(t—S){ s ( s)+ s ( s)+ 0 ( 2

)du.
donc

2 ht,h=

Lo~ (| ——————
Pt rt—s) "0

Maintenant on estime Eo[h* (L) 11x,>01 + b~ (L)) 1{x,<0})-
En appliquant (3.18) et (3.19), avec x = a = 0, on trouve

1 0o
Y = /0 I+ (u)du.

. 1 e
Eylh (L?)l{XKOﬂ Yoo \/2_7rt/0 h™ (u)du.
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Ainsi

1 00
Eo[l (L) Lix,s0p + 17 (L)) Lxi<oy) it \/? wdu+ 7 /0 h™ (u)du
| 2 ht(u + h=(
oo / )du
~t—+oo E

Si on pose a présent

Eo[lrs (h+(L?>1{Xt>0} + h_(L?)l{Xt<0})]
Eo[h (L)) x,>0p + b~ (L) ix,<0]

Jt:

alors nous avons,

L BBy, (W (L) 1x, 0y + b (L)1 x,<0y) [ F]]
lim J; = lim 0 0
t—+oo t—+00 Eo[h+(Lt )1{Xt>0} +h (Lt ) 1{Xt<0}]
Eolh™ (L)1 {x,50) + h‘(L?)l{xm}/fs]}
Eo[h+ (L) 11x, >0y + P~ (L)1 {x,<0}]
[EO[th(L?)l{th} + h(L?)l{XKo}/fs]”
Ey [h+(L?>1{Xt>O} + h_(Lg)l{Xt<0}] '

- tl%gloo Eo |:1FS

“+o00

= EO |:1Fs thm
et d’aprés (3.20) et(3.21), on a

Eo[lr, (P (L)) Lix,>0p + 1™ (L)1 {x,<0y)]
Eo[h (L)1 x,50y + h~ (L) 1{x,<0}]
Eo[h* (L)1 x, 50y + h(L?)l{Xt<o}/7:s]”
Eo[h+ (L)) 1ix,>0y + A~ (L) 11x,<0}]
) w(t%s) e
= Ey [1ps tllgrnoo }

2
it

hmt—>+oo

—+00

= Eo |:1Fs tEHl |:

= E0[1F5M2+7h7]'
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2. Soient s > 0,y € F, on a
+ - —
o " (Ts) = Eo[tr, M} "]

c’est a dire

Mais d’aprés la propotition (3.2.1), M*" "™ > 0 et MIh" = g(Jh R,

ol
Jhth Lix,>oph T (LY) — 1ix,<oph™ (L9)
s 1—H(L(S))+th+(Lg)+X;h_(L2).

Ainsi

+ —_
aQe " /.

= E(JMM,
iPor ( )

s _ 1 S _
- exp{/ T ax, — f/ (Jhh )th}
0 2 Jo

Finallement, le théoréme de Girsanov(1.5) implique que le processus
(X5 — / J dss s > 0)
0

ht h— . . .
est un (); ©° —mouvement brownien issu de x. ou bien, le processus

(Xs - /S Lixosop ™ (LY) — Lix,<oph™ (L) ds;s > O)
0 1— H(LY) + XFh*(LY) + X, h~(LY)

h* h— oo S

0 —mouvement brownien issu de x. ce qui implique que

(X o /5 Lix,—a>0p " (LF) — 1yx,—ocoph” (LF) ds:s > 0)
) 0o 1= H(LE) + (X —2)fhH (L) + (X —2)7h=(L7) 77

h* h— :

o —mouvement brownien standard.
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3.3 Conclusion

Dans ce mémoire on a étudié trois cas de pénalisation des trajectoires du mou-
vement brownien par des fonctionnelles du mouvement brownien ou de son temps
local. Les techniques de démonstration sont basées sur des propriétés fines du mou-
vement brownien ainsi que le calcul stochastique, pour chaque cas de pénalisation
nous avons exhibé la mesure limite ()., nous avons montré qu’elle localement ab-
solument continue par rapport a la mesure de Wiener P, et nous avons donné la
densité de Radon-Nykodim de @), par rapport & P,, en fin nous avons donné la loi
du mouvement brownien sous la nouvelle mesure @),.
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